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DISSERTATION 



SUR 

LES VRAIS PRINCIPES DE L’ALGÈBRE. 



PAR 

A. J. N. PAQDE. 



Introduction. 



11 y a, au point de vue de la philosophie mathématique, un fait 
digne d’attention et devant lequel on s’est arrêté brusquement, sans 
en chercher l'explication , comme s'il pouvait être permis de bâtir 
sur un terrain dont on ne connaît pas la nature : on rencontre 
ainsi, dans la suite, une série de difficultés que l'on est obligé de 
vaincre à l’aide d’explications ou d’hypothèses, dont le moindre 
inconvénient est de déparer, par hétérogénéité , l'ensemble d’une 
science logique et rigoureuse par excellence. 

Ce fait est le suivant. 

L’Arithmétique , la Géométrie , la Statique ont reçu des défi- 
nitions justes et claires même pour ceux qui sont étrangers aux 
spéculations mathématiques ; chacun se fait une idée précise de ces 
sciences ayant pour buts respectifs l’étude des propriétés des 
nombres , de l'étendue , ou de l'équilibre des forces. Mais la partie 
analytique ne présente plus lu même lucidité dans ses définitions 
fondamentales, et pour s'en convaincre il suffirait de comparer et 
de discuter les définitions que les plus grands géomètres ont pré- 
sentées de l’Algèbre : cet examen serait inutile ici , car toutes ces 
définitions sont généralement reconnues obscures, peu intelligibles, 
insuffisantes et non caractéristiques. 

Des efforts infructueux que l’on a faits pour trouver une défini- 
tion complète, coordonnée avec celles des autres parties des rnathé- 
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matiques , nous croyons pouvoir conclure que l’on n’a pas encore 
entièrement saisi le véritable caractère de l'Algèbre , et que jusqu'à 
présent l’on n’a, philosophiquement parlant du moins, exécuté 
dans cette science que des manipulations littérales. 

Il y a deux voies générales d’exploration mathématique, dont 
l’une étudie la forme , et l’autre la valeur des éléments des corps : 
entre ces deux voies il devrait toujours y avoir correspondance im- 
médiate et complète , afin de permettre sans effort le passage du 
concret à l’abstrait. 

Pour ne pas s’être placé à ce point de vue, on a été entraîné dans 
des définitions de noms, dont l’ensemble produit l’obscurité qui 
domine l’analyse, et parfois, la géométrie. 

Au point de vue concret , c’est-à-dire de la forme ou de l 'étendue, 
nous croyons qu’il faut d’abord saisir et meure en évidence les deux 
grands modes de translation et de rotation suivant lesquels s’ac- 
complit la génération des grandeurs, et distinguer ensuite avec soin 
le sens ou la direction générative du mode. 

Au point de vue abstrait , on doit considérer en particulier la 
grandeur dans le mode et selon la direction qui l’a créée ; on 
effectue seulement alors sa comparaison avec une unité convena- 
blement choisie. 

Lorsque, pour concevoir la génération des grandeurs, on con- 
sidère un point qui se meut , on reconnaît sans peine que ce 
point est sans cesse soumis à deux influences, ou à deux forces, 
dont les actions, déterminées et continues, s’exercent ainsi à chaque 
instant, et font décrire, par la combinaison de leurs effets , le 
lieu réellement parcouru , c’est-ù-dirc la trajectoire du point. 

Dans ce mouvement, et à un instant quelconque, si les 
forces qui sollicitent le point continuaient leur action , en per- 
sistant dans la détermination qui leur est alors particulière, la 
trajectoire deviendrait une ligne droite, c’est-à-dire le type d’un 
seul déplacement , ou d’une seule direction conservée invariable- 
ment. 

C'est là le mouvement par translation. 

Mais, le plus souvent,, les forces qui concourent au mouvement 
varient à chaque instant, suivant des lois connues ou données * 
il s’en suit que pour passer de l’une à l’autre de deux positions 
consécutives , le point générateur doit , dans une direction déter- 
minée passant par la première, et en vertu d’une force de traus- 
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lation, avancer il'une certaine quantité, tandis que simultanément 
il se meut d'une quantité angulaire convenable pour abandonner 
la direction que la translation lui avait d'abord imposée. 

Ce mouvement angulaire doit évidemment être regardé comme 
une rotation exécutée par le point mobile autour de chaque posi- 
tion qu'il acquiert. 

L’étude approfondie des trajectoires curvilignes est du ressort 
de la Géométrie , et il n'y a pas lieu de s’en occuper ici ; il nous 
suffit maintenant de constater et de faire comprendre que le mou- 
vement d’un point a lieu par suite d’effets simultanés it continus 
de translation et de rotation : l’uniformité et la variation de ces 
actions, de natures si différentes, donnent lieu à toutes le; espèces 
et à toutes les variétés de courbes possibles, tant planes que 
gauches. 

Cet ordre d’idées permet d’établir a priori les théories des 
quantités positives , négatives et imaginaires , et de dégager ainsi 
l’Algèbre de l'échafaudage d’absurdités plus ou moins sérieuses, 
dont on l’avait entouré jusqu'aujourd’hui. 

Ce travail comprend trois parties , dont les deux premières 
exposent respectivement les lois analytiques des générations par 
translation et par rotation, et dont la troisième présente les consé- 
quences principales des principes développés précédemment. 

En parcourant rapidement la partie dogmatique de la science , 
nous rectifierons et nous généraliserons quelques points qui laissent 
plus ou moins à désirer 



Digitized by Google 




PREMIÈRE PARTIE. 



TRANSLATION ANALYTIQUE. 
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Usage des lettres dans le calcul.— Caractère principal de l’Algèbre. — Correspon- 
dance entre l'opposition des directions et l'opposition des signes. — Quantités 
positives et négatives; nombres positifs, négatifs. — Règles des signes. 

1 . Afin de maintenir l'enchaînement des calculs et de rappeler 
les diverses parties du raisonnement, on remplace avantageuse- 
ment les nombres par des lettres. Cette manière de représenter les 
grandeurs n'a rien de nouveau puisqu’en Arithmétique on en 
fait sans cesse usage, mais il importe, même en dehors de toute 
étude mathématique de se familiariser avec un semblable mode 
de représentation dont l’emploi est continuel aujourd'hui : en 
effet dans les collections d’espèce quelconque ne désigne-t-on pas 
par des lettres chacune des parties du tout, en attribuant à chaque 
lettre la valeur particulière et spéciale de l’objet correspondant. 

2. L’Arithmétique et l’Algèbre tiennent de si près l’une à 
l’autre qu’il serait difficile , dès le principe , de donner de la se- 
conde de ces sciences , une définition claire et précise : disons 
seulement ici , et pour le moment , que l'Algèbre ne consiste pas 
uniquement b faire usage de lettres dans les démonstrations, mais 
bien à introduire d’une manière explicite dans les calculs , l’idée 
de direction, c’est-à-dire à considérer le mode suivant lequel s’ac- 
complit la ( jenération de la quantité par accroissement ou par dé- 
croissement ; à préciser par une notation convenable, le sens dans 
lequel cette génération a lieu. 
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En Arithmétique on admet implicitement que la génération des 
grandeurs est ascendante , et par voie de décomposition on redes- 
cend ensuite l’échelle ou la série numérique ainsi formée : mais 
pourquoi cette décomposition semble-t-elle s'arrêter à l'unité , 
qui est le point de départ de l'échelle de formation? et dans celle 
série, qui représente les différents accroissements en nombre 
illimité, que l'on peut donner à une grandeur de valeur quel- 
conque , pourquoi le régime contraire de décroissement n’esl-il 
pas lui-mème illimité, indéfini à partir du même point, c’est-à- 
dire de l'unité ? 

C’est parce que la comparaison des quantités a été faite au point 
de vue particulier et spécial de la formation par accroissement. 

Un exemple, malheureusement devenu trivial nous fera mieux 
comprendre : une personne qui reçoit 5000 francs et qui en doit 
2000, dit quelle n'a en réalité que 5000 — 2000 ou 5000 francs; 
mais si elle ne reçoit que 2000 et qu'elle doive 5000 francs, il 
est clair qu’après avoir soldé la somme de 2000 elle aura encore 
à payer 5000 francs : voilà donc deux sommes de 5000 francs 
qui sont loin detre égales, puisque l'une d’elles exprime un ac- 
croissement et l’autre un décroissement , par rapport à un étal de 
fortune déterminé et quelconque. 

L'échelle des nombres ne présente nullement une distinction 
semblable , et l’on constate ainsi une lacune importante que l'on 
est toutefois parvenu à combler à laide d'interprétations qui, bien 
que rigoureuses mais incomplètes , ne sont rien autre chose que 
des détours regrettables. 



5. Lorsqu’à propos de la formation des nombres nous parlons 
ainsi d' accroissement et de décroissement, nous particularisons 
l'expression de direction, propre à la génération |>ar translation 
des grandeurs d’un ordre quelconque. 

Sous une forme plus générale supposons la droite V sur la- 
quelle deux points fixes A et P sont 

— — — donnés, de telle sorte que AP ail 

P M A MX une longueur f ; considérant les deux 

points Al et AI' équidistants de A 
sur cette droite , il viendra , en désignant par z la distance li- 
néaire A Al, 



PM = I -L ; 
PM’ = l ~ z 



>■) 
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Actuellement si nous remarquons que l'opposition des signes de s. 
dans ces deux égalités correspond, pour les lignes AM et AM’, à 
une opposition de directions par rapport au point A pris pour ori- 
gine, il est clair que l'on est conduit à celte loi générale cl simple : 

L’opposition de directions des grandeurs entraine l’opposition 
de signes dam la représentation analytique de ces éléments. 

Tel est le principe fondamental connu , en géométrie analytique, 
sous le nom de principe de Descartes : on doit le poser au début 
de l’Algèbre, parce qu'il est seul apte à mettre en évidence la vraie 
signification des deux espèces bien différentes de quantités dont 
l’analyse a à s’occuper. 

4. Les grandeurs , considérées au point de vue de la valeur 
et de la direction , introduisent donc dans les calculs des nombres 
de mêmes signes ou de signes opposés , selon que les directions 
correspondantes de génération sont identiques ou contraires. 

Il en résulte que pour rappeler la correspondance des opposi- 
tions de directions et de signes, ou est conduit à donner le même 
signe (-[-) par exemple, aux quantités ayant une même direction 
et par suite à effectuer du signe ( — ) toutes les quantités dont la 
direction est opposée. 

On comprend que nous aurons désormais deux espèces de quan- 
tités à soumettre au calcul. 

Les quantités positives , qui précédées du signe -f , admettent 
toutes la meme génération déterminée ; 

Les quantités négatives, précédées du signe — , et qui sont 
douées d’une génération commune inverse, ou contraire, de la 
précédente. 

De là les nombres positifs et négatifs , dont la génération propre 
ou individuelle est la même, et qui ne diffèrent que par l’opposi- 
tion de signes provenant de l'opposition de directions dans les 
grandeurs; les signes -(-et — des nombres, ont exactement les 
mêmes raisons d’être, et l’un n’a pas, au détriment de l’autre, le 
privilège de caractériser l'impossibilité. 

5. Les quantités négatives ont donc en mathématique une exis- 
tence aussi certaine et aussi rationnelle que les quantités positives, 
dont elles ne diffèrent que par le sens ou la direction; et il est ab- 
surde de prétendre, comme on l’a fait si souvent, que les quantités 
douées du signe -)- sont supérieures à zéro , qui n’est pas même 
une quantité , tandis que les quantités possédant le signe — 
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sont inférieures à la même limite : les unes et les autres sont, cha- 
cune dans leur espèce, propres aux mêmes opérations suivant des 
lois communes; c’est seulement lorsque les deux genres se com- 
binent, qu'un calcul spécial devient nécessaire, et qu'ainsi à côté 
de chaque opération fondamentale arithmétique et littérale 
vient se placer l’opération de même nom relative aux signes -j- 
et — , dont peuvent être affectés les éléments d'une question; c’est 
ainsi que l’on rencontre les règles des signes. 

6. L’Algèbre se partage naturellement en deux parties dont la 
première est relative au calctil littéral, et établit les règles à suivre 
pour exécuter à l'aide des nouvelles notations, les principales opé- 
rations fondamentales de l’Arithmétique; et dont la seconde ex- 
pose le Calcul èguationnel , qui traite de la représentation et de 
la transformation des relations d'égalité ou d’inégalité, qui peu- 
vent exister entre les grandeurs ou entre les nombres, alors que 
ces relations dépendent de certaines conditions accidentelles ou 
générales. 

Le calcul par équation ayant sans cesse, besoin du calcul lit- 
téral , c’est de ce dernier dont il faut d’abord faire letude. 

Lorsque nous aurons fait connaître l’influence de la génération 
par rotation des grandeurs sur la représentation analytique, nous 
pourrons seulement , dans la troisième partie , obtenir de l’Al- 
gèbre une définition concise, claire et complète. 

7. Le produit d’un certain nombre de facteurs égaux prend le 
nom de puissance ; la base de cette puissance est le facteur répété 
par multiplication et le degré de la puissance est le nombre ou la 
quotité des facteurs égaux pris par voie factorielle; l’exposant peut 
donc être lui-méme représenté par une lettre. 

Considérant le produit d’une quantité quelconque A par la frac- 

tion -Jj-, c’est-à-dire 



A . 



1 A . I 

(P 



A 

d" 



On voit que cette opéri 






ion revient à la division suivante, 



A ; d“ -= 



N 

cT 



Dans laquelle l’exposant n indique le nombre de fois que la 
quantité d est prise comme Divisera; or comme la division n'est eu 
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définitive qu'une soustraction rapide du même nombre, i:ot ve- 
nons immédiatement pour rappeler cette origine soustractive du di- 
viseur de qualifier du signe ( — ) le degré de la puissance par la- 
quelle on divise , et d'écrire ainsi , sous la Corme factorielle, 

N : d* N . dr" 

Dès lors nous dirons que , 

L’exposant est un nombre positif ou négatif, selon que la quan- 
tité qu’il affecte joue le rôle de facteur ou de diviseur. 

Remarquons en passant que le changement de signes de l'expo- 
sant correspond encore à une opposition de générations des gran- 
deurs , par les voies inverses de la multiplication et de la divi- 
sion. 

8. On démontre en Arithmétique, (1) que l 'on élève un produit 
à une puissance en élevant chaque facteur à celle puissance ; on 
a eu d’après cela, 

(a b c )" = a" 6" e".... 

Actuellement si nous supposons que tous les facteurs, en nombre 
k, du produit abc... soient égaux à a, il viendra : 

(a*)" = a n a* a n — 

Remarquant que a est contenu n fois comme facteur dans la 
puissance a“, prise k fois par multiplication, on en conclut aisé 
ment que a est, en tout, An fois facteur; par suite, 

(a*) n = a in 

D'où évidemment en extrajant la racine n' pour retourner 
la quantité primitive : 

a k = \J a kn 

Ce qui prouve que pour extraire la racine n* d’une puissance, 
il faut diviser le degré de la puissance par l’indice de la racine à 
extraire ; cette loi est générale en présence de la théorie des nom- 
bres incommensurables (2). 

11 suit de là que, si l’on pose, p et q étant des nombres entiers, 




(I) Voir notre Arithmétique, (p. 62). 
f2) Voir notre Arithmétique, Liv. VI. 

/•> 
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On aura 

r 

x — «* 

Voilà donc des exposants fractionnaires , suffisamment et 

clairement définis par la racine d’indice égal au dénominateur d’une 
puissance, de degré égal au numérateur ; plus tard on aura à revenir 
avec détails sur ce point important , et l'on remarquera ici en 

passant que peut être incommensurable avec 1 . 

9. Il nous reste, pour compléter ce que nous avons à dire à 
propos de la définition générale de l'exposant , à considérer le cas 
singulier de la division d’une puissance quelconque a n par elle- 
même. 

Le quotient est évidemment égal à 1 , puisque arithmétique- 
ment parlant, I est le seul nombre qui multiplié par une quantité, 
donne pour produit cette même quantité. 

On a donc 




Mais puisque l’exposant n, qui affecte le dénominateur, indique 
la division par a" il en résulte que, chaque fois que a est pris par 
multiplication , il l’est également par division : a ne faisant pas 
ainsi partie du quotient on a cherché à indiquer que a ne figure 
pas comme facteur et l'on a trouvé naturellement l’expression 
a°, à laquelle toutefois il faut attribuer la valeur 

a 0 — l 

(’e n’est donc que par suite d’une extension conventionnelle de 
notation que l’on a introduit en algèbre des quantités, ayant zéro 
pour exposant, et pour lesquelles la définition de l’exposant n'of- 
frirait à priori aucun sens possible. 

10. Sans considérer les exposants, l’expression est un polynôme, 
si elle est composée de plusieurs parties séparées les unes des au- 
tres par le signe -f- ou par le signe — ; ces diverses parties sont 
les termes du polynôme. 

Ainsi donc l’expression 

— ab\ [- 1 1 9o 3 6 ! — a ’b V* 
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est un polynôme, parce que, sans avoir égard aux signes qur peu- 
vent entrer dans la composition des exposants , on y trouve di- 
verses parties telles par exemple que 

9 a* 6 3 et — 26~* 

séparées consécutivement l’une de l’autre par l’un des signes 4- 
ou — . Chacune de ces parties accompagnée du signe qui la pré- 
cède immédiatement est un terme; on voit donc que 

—9 a 3 6 3 cl — 

sont deux termes du polynôme. 

Dans le cas oit un seul des signes 4- ou — ne se trouve em- 
ployé qu’une seule fois, l’expression algébrique prend le nom 
de nionome ; voici un exemple 

— 2 rt* 6* c- 3 

On donne spécialement le nom de binôme à un polynôme 
composé de deux termes, celui de trinôme au polynôme qui en 
renferme trois; mais on ne particularise guère plus loin les noms 
d'une quantité algébrique par rapport aux nombres de termes 
qui la composent. 

U. Des quantités sont fondions l'une de l’autre lorsqu’un- 
changement arbitraire dans la valeur d’une ou de plusieurs d’en- 
tr'elles entraine un changement dans la valeur des autres, et l’on 
appelle fonction l'expression analytique de la loi qui lie ces 
quantités. 

Ainsi 

5 xtf — \/ 7 xy* ’ 

est une fonction de x ci de y, parce que le moin^fe changement de 
valeur imposé isolément ou simultanément à x et à y, fait varier 
la valeur du polynôme proposé. 

Dans une fonction on distingue en général deux espèces de 
quantités : les constantes qui ont une valeur fixe et invariable, 
bien qu’arbitraire, et les variables qui n’ont pas de valeur déter- 
minée et qui peuvent recevoir une suite de valeurs se déduisant 
les unes des autres par voie de continuité, c'est-à-dire sans INTER- 
RUPTION. 

Pour indiquer une fonction d’une ou de plusieurs variables 
x, y, z on emploie les notations ou caractéristiques , 

f, F, etc. 
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ainsi F (æ) représente une fonction x de forme quelconque ; de 
même on aurait la notation , 

3 ** y — V 7 * 5 y «* ? (x,y) 

Lorsqu’on se sert de la même lettre f en écrivant : 

/■(*) » f (y) 

on veut exprimer que ees fonctions sont exactement composées 
delà même manière, l'une en x et l'autre en y; il en résulte 
qu’elles se transforment l’une dans l’autre à l’aide du seul chan- 
gement de xen y, et réciproquement. 

Supposons l’expression 

z=f(x) 

La quantité x, à laquelle la variation continue est imposée à 
priori, s'appelle variable indépendante, tandis que l’on nomme 
variable dépendante la quantité s dont les changements de va- 
leurs sont dus à la variabilité de x. 
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DE L’ADDITION. 



Règle des signes. — Addition des polynômes. — Interversion de l'ordre des 
termes d’un polynôme. — Réduction des termes semblables. 

12. Celte opération s'indique en séparant par des signes -f- I es 
différents additifs renfermés, au préalable, entre parenthèses; de 
sorte que pour les deux polynômes 

a + b — c et p — g -+■ r 

On écrira 

(« + b — c) + O — q + r) 

Règle des signes. — Considérons actuellement les combinaisons 
suivantes de signes que l'addition de deux monontes peut pré- 
senter : 

(-f a) 4- (+ b) 

( — a) + (4- b) 

( 4 a) + (— b) 

(— a) 4- (— b) 

Le principe de Descartes, expression maibémalique de la dualité 
du sens, nous conduit sans effort à la solution de ces divers cas. 

En effet, a et b représentent des nombres d’unités de génération 
dont les sens sont marqués par les signes 4- ou — qui accom- 
pagnent ces lettres : comme on peut dire que l'addition procède 

à la composition des grandeurs par voie d'unités de directions 
généralement quelconques, il est clair que le total d'unilés de 
même sens, en nombres a et b , contient autant d’unités de ce 
sens que l’indique la somme arithmétique de a et b, cl qu'ainsi 
l'on a, selon que ees unités son! positives on négatives : 

(+ «) 4- { b) = - r (a -}- b) (1) 

(— «) + (— >>) - ~ (« + b) ( 2 ) 
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De plus, il est incontestable que si les unités des additifs sont 
de directions opposées, le total renferme , en dernière analyse, 
autant d’unités que l'indique la différence arithmétique des 
nombres a et 6 ; seulement cette différence a le même sens , et 
par conséquent le même signe, que celui du plus grand de ees 
nombres. On a dés lors : 



(- a) + (+ b) 
(+ a ) + ( — b) 



f - (fl 


— b), si a > b 


(3) 


\ + (t> 


— a), si a <” b 


(4) 


( + ( a 


— 6), si a b 


(S) 


i - (b 


— a), si a < b 


(61 



Les résultats ( 1 ), (2), (5), (4), (a), (6) établissent ces règles : 

1° Deux additifs de mêmes signes donnent ce signe « leur 
total. 

2° De deux additifs de signes différents, le plus grand commu- 
nique son signe au total. 

13. Remarque. — Lorsque les additifs sont de mêmes signes 
comme dans (1) et (2), le signe -j- d’addition ne fait que main- 
tenir la génération positive ou négative déjà existante. 

14. Addition des polynômes. Soit l’opération 

(a +• b — c) -f- (p — q + r) 

Le total devant contenir autant d’unités de chaque espèce, ou 
de chaque direction, qu’il s’en trouve dans les divers termes de 
chacun des additifs il est clair que le rôle de l’un quelconque de 
ces termes persiste au total commun dans l’additif dont ce terme 
fait partie ; la composition de la somme demandée sera donc : 

a -{- f> — c + p — q -f- r 



De là on conclut cette règle : 

Pour ajouter des polynômes , il faut les écrire les uns à la suite 
des autres, en conservant les signes de tous leurs termes. 

13. Par suite de la considération d’unités de sens différents on 
se convaincra, avec une égale facilité, que l’on peut changer à vo- 
lonté l’ordre des termes d’un polynôme : en effet quel que soit 
l’ordre des termes on a toujours finalement à combiner la même 
somme d'unités positives et le même nombre d’unités négatives, 
c’est-à-dire que l’on se trouve ramené à l’un des quatre cas étu- 
diés à l’occasion de la règle des signes de l'addition des mo* 
nomes. 
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16. Réduction des termes semblables. — L’interversion pos- 
sible des termes d’un polynôme, permet le rapprochement des 
termes se?nblables que pourrait contenir ce polynôme, ainsi que la 
disposition de ces termes semblables en deux séries l’une positive 
et l’autre négative. 

Soit par exemple l’addition 

(3a* — ab + 5c) + (5a* -f 7 ab + c) -j- ( — 4a* — oab — 8c) 
dont la somme s’obtient d’après la règle (n° 25) en exécutant les 
additions et les soustractions que comporte l’indication 

3a’ — ab -j- 5c -j- 5a’ + 7ab -J- c — 4a’ — 5a6 — 8c 
On peut, en intervertissant l’ordre des termes, écrire par rap- 
prochement des termes semblables de mêmes signes : 

3a’ -f- 5a’ — 4 a* 4- 7ab — ab — 5 ab -f- 5c c — 8c 
Or de la même manière qu’en arithmétique 3 unités et 5 unités 
font 8 unités, on dira que 3a’ et 5a* font 8a’ ; par suite , et d’une 
manière analogue, on obtiendra , en réunissant séparément les 
termes semblables positifs et les termes semblables négatifs , 

8a’ — 4a’ -f- 7 ab — 6 ab -4- 6c — 8 c 
La règle de Descartes, qui permet de combiner alors des gé- 
nérations de sens contraires, c’est-à-dire qui décompose en réalité 
les résultats obtenus par une seule et unique direction, fournit 
4a’ + ab — 2c 
On peut donc dire que : 

Pour réduire des termes semblables il faut faire, d’une part la 
somme des coefficients positifs, et d’autre part la somme des 
coefficients négatifs ; puis, soustraire la plus petite de ces sommes 
de la plus grande, en donnant au reste le signe de la plus grande, 
pour le qualifier ensuite des lettres et des exposants qui appartien- 
nent aux termes entre lesquels on opère la réduction. 
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III. 



DE LA MULTIPLICATION. 



Règle des signes, pour deux ou plusieurs facteurs. — Formation ou multiplica- 
tion des puissances d’une même lettre. — Produits d'un polynôme par un mo- 
nôme positif ou négatif. — Produits de deux polynômes. — Irréductibilité des 
produits de certains termes des facteurs. 

17. Cette opération s'indique en plaçant les deux facteurs, 
renfermés chacun entre parenthèses, de manière que le multipli- 
cateur soit à droite. 

Règle des signes. Les quatre cas suivants sont à considérer : 

(+ «) (+ 6 ) 

(-«) (+ b) 

(+ °) ( — b) 

(— a) (— b) 

Quant aux deux premiers, on se rappellera la définition arith- 
métique de l’opération. 

Le produit se compose avec le multiplicande comme le multi- 
plicateur se compose avec l’unité, et dès lors puisqu’ici le multi- 
plicateur -t- b s’obtient par l’addition successive de b unités, le 
produit résultera de l'addition de b quantités égales à -+- a, dans 
le premier cas, et de b quantités égales à — a dans le second ; 
comme on a chaque fois ainsi à additionner des quantités de 
mêmes signes, les sommes (n° 12, 1" règle de signes) sont po- 
sitives ou négatives en même temps que le multiplicande. 

On aura donc, puisque les valeurs numériques de ces sommes 
sont égales à ab, 

( f «) (+*0 = + ab (1) 

( — a) (-f- b) — — ab (2) 

Le multiplicateur positif indiquant a prioiu la persistance d'une di- 
rection ou d’une génération préexistante, (n" 1 3) il est clair (\uunmul- 
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tiplicaleur négatif impose le renversement de celte direction, mani- 
festée dans le multiplicande, et fournit ainsi des résultats de sens 
ou de signes contraires à ceux qui ont été obtenus avec un multi- 
plicateur positif : il s’en suit évidemment que les troisième et 
quatrième cas donneront respectivement, mais aux signes près, 
les mêmes produits que les premier et deuxième; et l'on aura, 

(-h a) ( — b) = — ab (5) 

(_ ffl ) (_ ft) _|_ af, (4) 

Remarquant que les relations (1) et (4), dans lesquelles ab est 
positif, ont des facteurs de mômes signes, tandis que (2) et (5), 
dont ab est négatif, ont des facteurs de signes différents, on pourra 
énoncer la règle : 

Un produit de deux facteurs est positif ou négatif selon que ces 
facteurs sont de mêmes signes ou de signes contraires. 

18. Le produit (1) de plusieurs facteurs se forme en multi- 
pliant d’abord les deux premiers, purs le résultat obtenu par le 
troisième, le nouveau résultat par le quatrième facteur, et ainsi 
de suite de proche en proche. Etablissons que , 

Théohèmf. 1. Le signe du produit d’un nombre quelconque de 
facteurs est indépendant de l’ordre des facteurs. 

Démonstration. Soit un produit P composé d'autant de facteurs 
que l’on veut, et supposons qu’on le multiplie par un nouveau 
facteur A, pouvant être positif ou négatif : il s’agit de prouver que 
le signe du produit PA- résultera aussi de l'introduction de k entre 
deux facteurs consécutifs quelconques de P. 

Représentons par p' et p" les deux portions de P entre lesquelles 
celte introduction a lieu, c’est-à-dire soit 

P = p . p" 

Multipliant de part et d'autre par k il viendra , 

P (A) et 

Si A est positif, p' et p (A) sont de mêmes signes, tandis que 
si A est négatif p' et p\k) sont de signes différents; il s’en suit 
que //(A) . p" et p’ . p" seront de mêmes signes ou de signes con- 
traires selon que A est positif ou négatif : or A influant évidemment 
aussi de la même manière entre P(A) et P, il est clair qu’en intro- 



(I) Voir noire Arithmétique, u° j(>- 
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«luisant le facteur k à une place quelconque dans le produit P ou 
parvient au même signe pour le produit P (k) c. q. f. d. 

19. Théorème II. — Le produit d'un nombre quelconque de 
facteurs est. positif ou négatif selon que les facteurs négatifs sont 
en nombre pair ou impair. 

Démonstration. Puisque l’ordre des facteurs n’influe pas sur le 
signe du produit , il est permis de rapprocher d’une part les 
signes -j-, ainsi que d'autre part les signes — , de manière à ob- 
tenir la succession suivante de signes entre les divers facteurs 
d’un produit P, 

+ • + * + + X (1) 

La série positive , située à gauche de la croix de multipli- 
cation, donne à son produit le signe •+• ; quant à la série négative, 
elle pourra se subdiviser en groupes consécutifs de 2 signes , et 
prendre la forme 

X X X X (2) 

Il est à remarquer que le dernier groupe à droite est complet 
ou incomplet c'est-à-dire contient 2 ou 1 signe selon «|ue les fac- 
teurs négatifs sont en nombre pair ou impair; chaque groupe 
tel que ( ) donne un produit positif, et la série (2) se trans- 

forme ainsi dans l’une des deux, 

-T • d f • + -f • + (3) 

“h • 4- •-■{-• + + • — (4) 

dont la première appartient au cas où le dernier groupe de (2) 
est complet , et dont la seconde se présente lorsipie ce dernier 
groupe est incomplet ; or, par des multiplications de proche en 
proche, il est manifeste que le produit (3) est positif, tandis que 
(4) est négatif. 

On voit donc que le produit P, qui avait donné lieu, par 
interversion de facteurs , à la série (I) conduit à multiplier un- 
facteur positif par un terme qui est positif ou négatif, lorsque le 
nombre de facteurs négatif est pair ou impair ; P a donc le 
même signe que ce terme. c. q. f. d. 

20. ConoLLAtRE. I. — Toute puissance d’une quantité négative 
est positive ou négative, selon que le degré en est pair ou impair. 

Ln effet le degré indique alors le nombre de facteurs négatifs 
qui composent le produit. 
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21. Cohollaire. II. — Les diverses puissances de ( — I) sont 
alternativement ( — I) et (-f- 1). 

22. Multiplication des puissances d’une même lettre. Soit à 
effectuer le produit 

«“ . a” 

dans lequel nous supposerons que 

I" m et p sont entiers et positifs : dans ce cas on pourra 
écrire , d'après la définition de l'exposant 

a" X «’’—«• a X « • « • « . . • 

Le produit qui forme le second membre renfermant à gau- 
che du signe X » m facteurs égaux à a et p facteurs à droite, 
contient évidemment m + p facteurs ; d’où l'on voit que 

a" . a" = a m+T 

Le produit demandé se forme donc en donnant pour expo- 
sant à a la somme des exposants des facteurs. 

2° m et p sont entiers , mais ils peuvent être négatifs simul- 
tanément, ou, l’un négatif et l’autre positif. 

m et p étant tous les deux négatifs indiquent que a, devant 
être pris comme diviseur d’une part m fois et d’autre part p fois, 
est considéré m + p fois par division , ce qui s’écrit a~ (m+p> , 
donc 

a- m . a~ T = 
ou bien encore (n’9) : 

a~ m . a-’’ = a-< m+rt - 

a 

L’exposant — (m+p) est le total des exposants des facteurs. 

Si l’un des exposants p par exemple est négatif, et que l’on 
ait l'opération 

a”* . a~ v 

II est clair que si m > p, le produit ne contiendra la quan- 
tité a comme facteur qu’autant qu'il y a d’unités contenues 
dans m — p, parce que chacun des p facteurs égaux à a, em- 
ployés par division , disparait par suite d’un facteur correspon- 
dant contenu par multiplication dans a K ; pareillement on trou- 
verait très aisément que si m < p, le produit ne renferme la 
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quantité a comme diviseur qu'autanl de fois que p — m ron- 
lient d'unitcs. Dans ces deux derniers cas on aurait donc 

a* . ar* =* a m ~ v , pour m > p 

a” . a - * — d~ ir ~ m) , pour m <[ p 

Les exposants m — p et — (p — m ) sont encore les sommes 

algébriques (n° 25) des exposants des facteurs. 

3° m et p sont fractionnaires el de signes quelconques. 
Supposons pour un instant que l’on ait 

k k 

m = — > P — 7 “ 



c'est-à-dire, à effectuer le produit P, où k, l, k, f sont des nom- 
bres entiers, 



o ‘ 

P * a . a 

On peut évidemment écrire en réduisant les exposants au 
même dénominateur II', 



k_ V 

X V 

a < a 



ir ir 

a . a 



ou 




Nous savons que pour élever une quantité à une puissance de 
degré donné il faut en multiplier l'exposant par le degré; 
nous pouvons donc considérer les facteurs 



-Lw 

«T 



et a 



-1 .vi 
ir 



comme les puissances de degrés kl' et k’I d’une même quan- 

j_ 

tité a qui, représentée par b, donnera, 

P = b w . 6 ‘" 

Ramenés, comme on le voit par cette égalité, au 1° ou au 2", 
selon que kf et k'I sont positifs ou négatifs, nous pouvons écrire 

P = £“'+»■! 



Digitized by Google 




‘20 



Dissertation 



Cette dernière quantité étant une puissance de b prend la forme 
(n“ 10) : 



4tw+*« 

P = a 



kt+tc'i 

c 

a 



v 

I' 



a 



«e qui prouve que l’exposant du produit cherché est encore la 
somme des degrés des puissances facteurs. 

Knonçons donc cette règle générale : 

Pour multiplier des puissances d’une même lettre, écrivez 
cette lettre une seule fois au produit en lui donnant pour ex- 
posant la somme algébrique des exposants qu’elle a dam les 
facteurs. 

23. Multiplication des monomes. Soit à effectuer la multi- 
plication 

/-»)(— 7 A~* /+* x*)(— 

— Z 

Dans une semblable opération on ne s'inquiète nullement 
des signes + , et l'on compte simplement les facteurs négatifs; 
le nombre que l’on obtient étant pair ou impair, on a vu 
(n”19) que le signe du produit est positif dans le premier 
cas, et négatif dans le second : ici donc le résultat demandé 
est négatif, parce que le nombre 3 de facteurs négatifs est un 
nombre impair. 

Cela étant il ne nous reste plus qu’à rapprocher, par mul- 
tiplication, d’une part les facteurs numériques , c’est-à-dire les 
coefficients, et d'autre part les puissances d’une même lettre; 
le produit négatif P donnera donc lieu à , 

i< - s 

-JL.-Î. 7.1X/*CA- , ..h- , .A-'Xl“ ^ ■t+* t~ t Xx.x*.x 5 
2 2 

La multiplication des puissances d'une même quantité exi- 
geant l'addition des exposants , il viendra ; 



P 



n s 

2 ■ 2 



7.1 xA*- , -*-'x!"~^ 6 '*Xz ,+ * “ 



d’où, en exécutant les opérations indiquées , 
sur la règle d’addition (n° 25), 



P =- 



10’) 

~r 



h -*/+ G x 



et en s’appuyant 
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que l’on pourrait encore écrire 

P MS * 

10 — 

4 /tVx 

Règle. Le produit d’un nombre quelconque de monomes a pour 
coefficient le produit des coefficients des facteurs ; il contient 
chaque lettre non commune avec l’exposant propre à cette lettre, 
et chaque lettre commune avec un exposant égal à la somme 
algébriqi'e des exposants dans les divers facteurs qui la ren- 
ferment : le signe du produit est positif ou négatif, selon que le 
nombre de facteurs négatifs est pair ou impair. 

24. Multiplication d’un polynôme par un monome. 

Deux cas peuvent se présenter. 

1 er Cas. Le multiplicateur est positif. Soit le polynôme 
a — b + c, donnant lieu par le multiplicateur (+»») au pro- 
duit , 

P = (a — b + c ) (,+ wj) 

D’après la définition de l’opération , le produit P s’obtiendra 
en exécutant sur le multiplicande a — b + c, toutes les opéra- 
tions que l’on doit faire sur l’unité pour former le multipli- 
cateur; or comme l’addition successive de l’unité fournit (+ m), 
c’est aussi en additionnant un certain nombre d’additifs égaux 
au multiplicande, que l’on parviendra au produit ; on peut donc 
écrire, parallèlement l’une à l’autre les deux séries d’opérations 
suivantes : 



+ 1 


a — 6 


+ c 


-f- 1 


a — b 


+ c 


+ 1 


a — b 


+ c 



+ m am — bm -f- cm 

Puisque (n° 12) des additifs de mêmes signes donnent ce signe 
à leur total, il est clair que les sommes, exécutées en co- 
lonnes verticales , auront respectivement les mêmes signes que 
les termes correspondants du polynôme. 

4 
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2 e Cas. Le multiplicateur est négatif. Soit ù effectuer 
P — (a — b c) ( — m) 

Ici le multiplicateur ( — m) étant de génération contraire au 
multiplicateur (-|-»i) du cas précédent, il faudra additionner des 
unités de signes — pour former ( — ni) ; ensuite, et chaque fois 
que l'on renverse ainsi la génération , ou la direction de l’u- 
nité, il faut renverser la génération du multiplicande en chan- 
geant. la direction on le signe de chaque terme; on donnera ainsi 
lieu aux additions 

— I — a -J- b — c 

— 1 — a + b — c 

— 1 — a b — c 



— m — a m + b m — c m 

Remarquons que les signes du multiplicande sont respective- 
ment contraires de ceux des termes du total, et, par rapproche- 
ment des deux cas que nous venons d étudier, nous formulons 
cette règle : 

Pour faire le produit d’un polynôme par un monome, multi- 
pliez, en faisant d’abord abstraction des signes, chaque terme 
du multiplicande par le multiplicateur; ensuite dans les diffé- 
rents produits ainsi obtenus, conservez ou changez les signes du 
multiplicande, selon que le multiplicateur est positif ou négatif. 

25. Multiplication des polynômes. — Soit la multiplication de 
polynômes, 

(a-f6 — c) (p— q+r) 

Puisque le multiplicateur s’obtient en considérant successive- 
ment l’unité , p fois par addition , q fois par soustraction , et 
enfin r fois encore par addition, il faudra, conformément à la 
définition générale de la multiplication, exécuter, dans le même 
ordre, les memes opérations sur le multiplicande; on aura 
ainsi 

P & — c)p — (« + 6 — r) ç -f ( a -j* b — c)r 

De là on déduit cette règle : Pour obtenir le produit de deux 
polynômes, multipliez successivement le multiplicande par cha- 



S 
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que terme du multiplicateur, en ayant soin de conserver ou de 
changer tous les signes du multiplicande, selon que le terme mul- 
tiplicateur est positif ou négatif ; la somme des produits par- 
tiels ainsi obtenus est le produit cherché. 

Avant d'effectuer la multiplication il est convenable, pour la 
facilité et pour la régularité des calculs , d 'ordonner les poly- 
nômes; dans le cours des opérations on devra avoir soin de 
placer les termes semblables les uns en-dessous des autres , 
en colonnes verticales, de manière à permettre sans erreur, la 
réduction des termes semblables ainsi disposés. 

26. Lorsque les deux facteurs sont ordonnés de la même 
manière , c'est-à-dire lorsque le multiplicande et le multiplica- 
teur ont simultanément l’ordonnance croissante ou décrois- 
sante, par rapport à la même lettre , il est évident que le 
produit des deux polynômes s'ordonne aussi dans le même sens 
pour la même lettre. 

Remarquons de plus que : 

1" Les produits du premier terme du multiplicande par le 
premier terme du multiplicateur ; 2° du dernier terme du multi- 
plicande, par le dernier terme du multiplicateur , sont uniques 
de leurs espèces respectives ; 3" que ces produits, qui ne peu- 
vent se combiner dès lors avec d'autres termes qui leur soient 
semblables, sont contenus sans réduction dans le produit des 
deux polynômes. 

En effet si l'ordonnance est ascendante , le produit des pre- 
miers termes donne lieu à la plus faible puissance de la lettre 
ordonnatrice dont on ajoute les plus petits exposants du mul- 
tiplicande et du multiplicateur, ce qui fournit nécessairement 
la plus petite somme possible; le produit des derniers termes 
constitue , au contraire , la plus haute puissance de la lettre 
principale, puisque , pour former ce produit , on additionne 
les plus hauts exposants de cette lettre , et qu’aucune autre 
somme de deux exposants pris dans les deux facteurs ne peut 
atteindre le degré ainsi fourni. 

Cette remarque est générale et s'applique évidemment aussi 
à des exposants fractionnaires et de signes quelconques , dès 
que les facteurs sont ordonnés de la même manière par rap- 
port à la même lettre; elle nous permettra de donner plus 
tard , à la théorie de la division , toute l’extension immédiate 
dont elle est susceptible à priori. 
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DE LA SOUSTRACTION. 



Règle des signes. — Soustraction de deux quantités algébriques quelconques, 
établie b priori et par décomposition. 

27. La composition et la décomposition des quantités sont 
la consécration analytique de la conservation et du changement 
des générations diverses des unités combinées; après avoir déjà 
dit que l'addition maintient les directions préexistantes , nous 
disons ici que la soustraction renverse ces directions; d’ailleurs 
le principe de Descartes , pris dans sa complète signification , 
prouve que ce renversement se traduit analytiquement par un 
changement de signes. 

De là résulte que : 

La soustraction change, par génération, le signe de la quan- 
tité à soustraire. 

En symbolisant cette loi, ou règle de signes, on obtient: 

(-j-fl) — (-|-ô) = -{- a — b 

( a) — (-[■&) == — a — 6 

(+a) — (—6) = a + 6 

( a ) — (—6) = — a + b 

28. Celte règle exige nécessairement que le changement de 
signes ait lieu par voie généralive , c'est-à-dire que le renver- 
sement de directions doit être effectué sur chacune des parties, 
ou termes, de la quantité à soustraire : c'est seulement ainsi 
que la génération primitive peut être suivie et changée à cha- 
que instant. 

Dès-lors, d’une manière plus explicite , on dira en parlant 
des polynômes : 
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Pour faire une soustraction il faut au préalable, changer tes 
signes du diminueur que l’on écrit , ainsi changé, à la suite du 
diminuende. 

D'après cela, on aura généralement : 

(a + b — c) — ( — p-pq — r) = a + b — c 4-p — q + r 

29. On pourrait matérialisai-, si l'on peut s’exprimer ainsi, 
les deux règles précédentes : 

1” Quant au premier cas de la règle des signes, le diminuende 
peut se mettre sous la forme 

+ a — b 

+ b 

Et l’on voit dès-lors que -f b étant partie constitutive de la 
quantité dont on doit soustraire , il suffît , pour opérer la 
soustraction, de supprimer ou de ne plus considérer cette partie, 
pour avoir immédiatement , 

(+ «)— (+ 6 ) = + a — b 

Pour les trois autres cas , le diminuende prend les formes 
respectives 

— a — b , — a -j— b , — a -f- b 

+ b —b —b 

et la suppression du diminueur , écrit sur la seconde ligne , 
fournit les restes 

— a — b, — {— a -J- b, — a — J— b 

2" Quant à la soustraction des polynômes (n°28), on aurait, 
de la même manière, 

«-(-6 — c + p — q -+- r 
—p+q—r 

Ce nouveau polynôme étant maintenant celui dont on doit 
soustraire, et — p q — r étant devenu l’une des parties cons- 
titutives de ce polynôme , le reste sera l'ensemble des autres 
parties, ou 

a + b — p - 1- c — q r. 

Remarque. Ces deux nouvelles et dernières démonstrations 
sont simples et très-faciles à saisir, mais elles sont loin de re- 
monter à la signification de l’opération de soustraction, consi- 
dérée au point de vue de l'essence propre directive ou génèrative 
des grandeurs. 
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DE LA DIVISION 



Règle des signes. — Division des puissances d’une même lettre. — Division des 
monomes. Division d'un polynôme par un mouome. — Division des poly- 
nômes. Reste nul. — Vraie signification de l’expression division impossible. 

30. Règle de signes. — Le dividende étant le produit du divi- 
seur par le quotient complet, il est clair que si les termes de 
la division ont mêmes signes ou mêmes directions, il faut main- 
tenir dans le quotient la direction ou le signe du diviseur : 
le maintien d une direclion quelconque, s'exprimant à l’aide du 
signe -j- , on aura 

4- _ 

-îjï— + ^ — - + 

Au contraire si les termes de la division sont de signes ou 
de directions différentes , la composition du dividende au moyen 
du diviseur ne peut se faire que par un changement de si- 
gnes ou de génération ; d'où l'on voit que 

~f~ __ — 

De là cette règle : Un quotient est positif ou négatif selon 
que ses termes sont de mêmes signes ou de signes contraires. 

31. Division des puissances d’une même lettre. — • Soit en 
général 

a m : a r 

l"m et p étant entiers, il pourra se faire que m soit plus 
grand ou plus petit quep; dans le premier cas il est évident 
que tous les diviseurs égaux à a disparaissent par autant de 
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facteurs introduits, el qu’ainsi il ne reste plus au quotient que 
m — p facteurs égaux à a; dans le second cas les facteurs a du 
dividende sont détruits par un nombre égal de diviseurs a, de 
telle sorte que le quotient renfermera p — m diviseurs. 

On aura donc, puisque l'exposant négatif indique la quotité 
des diviseurs égaux à une même quantité, 
a m 

— — == a’" - ’’ , pour m > p 

a m 

— ■£— ■= ™ a m ~ v , pour m <C p 



m — p est donc l’exposant du quotient, et selon qu'il sera positif 
ou négatif la lettre a jouera le rôle de facteur ou de diviseur; 
ou peut, dès lors, en tenant compte du signe de cette diffé- 
rence , appliquer un même énoncé aux résultats de formes 
identiques de ces divisions et dire : 

Le quotient de deux puissances d’une meme lettre est une 
puissance de cette lettre, ayant pour degré la différence algé- 
brique de l’exposant du diviseur à l’exposant du dividende. 

2" Si m=p, nous avons déjà vu (n° 1 1), que 




Et il est clair que la forme a 0 n’est qu’un cas particulier 



de m 



< 



P- 



3" En supposant m 
soient 



et p fractionnaires, positifs ou négatifs, 



ic tr 

m = — et p = y 

Par la réduction de ces fractions au môme dénominateur II’, on 
pourra écrire 



ï «“■ W‘ 7 ) 




Représentant pour un instant par b la puissance placée entre 
parenthèses, il viendra 




V 

a 



b a ' 

lr 
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Les exposants kl' el k'I étant maintenant entiers , on petit ap- 
pliquer la règle établie pour ce cas, et obtenir 

k 

„T 

,l fokl-VI 

*• 

r 

a 

ou, en remplaçant b par sa valeur, 

k 

7 

a 

£ 

? 

a 

Ce résultat maintient donc la règle établie dans le cas des 
exposants entiers quelconques. 

31 . Division des monomes. — Le quotient de deux monomes 
ne peut évidemment être qu’un monome , puisque son produit 
par le diviseur est monome, et égal au dividende. 

L’interversion étant permise entre les facteurs de chacun des 
termes de la division, on pourra rapprocher les puissances des 
lettres communes ; quant aux lettres non communes, le quo- 
tient les contiendra avec l’exposant qui leur appartient, main- 
tenu ou changé de signe, suivant que cette lettre fait partie 
du dividende ou du diviseur. 

Ainsi si c m fait partie du dividende, et non du diviseur, le 
quotient admettra le facteur c" ; tandis que si d k entre seule- 
ment dans la composition dti divisetir , le quotient recevra 
comme facteur d~ k . 

En effet , pour c” il faut que l’on ait , après l’introduction 
de c° ou 1 dans le diviseur, et en représentant par x l'expo- 
sant de c dans le quotient : 

if . c° = c" 

d’où 

x + o = m, et x = m 

De même, par suite d’un diviseur renfermant d k , si l’on dé- 
signe par y l’exposant de d au quotient , et que l’on intro- 
duise d° ou 1 dans le dividende , nous devons avoir 
d k . d* = d - 

d’où 

k 4- y — a, et y -= — k c. q. f. d. 



~ a 
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On a donc cette règle : 

Le quotient de deux monomes est positif ou négatif selon 
que les signes de ces monomes sont les mêmes, ou différents ; 
son coefficient est le quotient du coefficient du dividende par le 
coefficient du diviseur ; lorsqu’une lettre est commise aux deux 
monomes , elle figure au quotient avec un exposant égal à 
l’excès algébrique de l’exposant du dividende sur l’exposant 
du diviseur; lorsqu’une lettre a le même exposant dans les 
deux termes à diviser, on ne l’écrit pas au quotient; lors- 
qu’une lettre n’entre que dans un des monomes, on l’écrit au 
quotient avec l’exposant qu'elle possédait, maintenu ou changé 
de signe suivant que cette lettre se trouve dans le dividende ou 
dans le diviseur. 

Remarque. — Il est presqu'inutile de rappeler que toute quan- 
tité , qui , dans le quotient , aura un exposant négatif , peut 
passer en dénominateur en changeant le signe de cet expo- 
sant, en vertu de la transformation autorisée (n"7), par suite 
de l’extension donnée à la définition de l’exposant. 

32. Division d’un polynôme par un monome. — Soit la division 
a — b + c 4- d — f 
m 

dans laquelle le diviseur est quelconque et dont le dividende, 
ne renfermant pas de termes semblables , est ordonné, s’il y a 
lieu, par rapport à une certaine lettre. 

Il est évident que le quotient est un polynôme > que nous 
représenterons , sans rien préjuger sur la valeur ou sur les 
signes de ses divers termes, par 

p -hq + r-{-s-\-t 

On doit avoir 

a — b c -\- d — f = (p + q +• r -f- * + l) tn 

I)’où 

a — 6 + c d — f — pm -f qtn -f- rm -]- stn -f- tm. 

Comme les termes du polynôme proposé diffèrent tous les 
uns des autres , cette égalité exige que chacun de ses termes 
ait son égal dans le polynôme pm -+- qtn -f- rm 4- $m -f tm ; 
posons donc simultanément, en supposant que le quotient soit 
ordonné par rapport à la même lettre que le dividende, 

pm — -j r a, qm — — b, rm ■=+ c, sm d, tm — — f 
d'où 

5 
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a b 

p ** + — , q = 

jn m 



c d f 

M 1 s “ H 1 t 

n» m »i 



Si wi était négatif, il viendrait, d’une manière analogue , 

e 



a b 

P m ’ ^ ' m ’ 



m 



d r 

— , t = -| 

m m 



On voit donc que : 

Pour diviser un polynôme par un mono me, il faut d’abord, 
en faisant abstraction des signes, diviser successivement chaque 
terme du dividende par le diviseur, puis maintenir ou changer 
les divers signes du dividende selon que le diviseur est positif 
ou négatif. 

53. Division des polynômes. — Revenons un instant sur la 
propriété (n“ 2G), et considérons une multiplication ordonnée 
dans le cas où l’un des facteurs est, dans l’autre, le dénomi- 
nateur de certains termes, dont aucun ne contient la lettre or- 
donnatrice avec un exposant égal à la somme algébrique des 
degrés du premier terme du multiplicande et du premier terme 
du multiplicateur. 

Soit ainsi, suivant ordonnance décroissante, l’opération 



t Ô t ° JL- 

W~i a + 



2 a 



75 

=3> 



(2a — 3) 



Dans ce cas de multiplication , le seul produit partiel mo- 
nôme irréductible est nécessairement 

(|o (2«) 

tandis que le produit de puissance la plus petite de a est, ou 
peut être altéré par suite de 
75 

Une remarque analogue est à faire lorsqu’on adopte l’ordon- 
nance croissante , comme pour l’opération 

—a 5 

( , -T 0 + 5“‘ + =ïï.T«) <- 3 + 2 «> 

34. La valeur d’un produit étant évidemment indépendante 
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de l’ordonnance adoptée dans la multiplication , faisons com- 
prendre, qu’en se plaçant à un point de vue complètement 
général , la forme du quotient de deux polynômes peut être 
profondément modifiée par le renversement d’ordonnance de ces 
polynômes. 

Soit donc le même quotient, soum : s à des ordonnances opposées. 

5a s — 7«* 4- i 2a — 5 
9 =■ 2^=5 

, — 5+ 12a— 7a 1 + &» 1 

^ — 5-j-2a 

En supposant que g et q sont dans le cas spécial de mul- 
tiplication, signalé au numéro précédent , on admet 

Pour q , 5a s = (2a) X t cr terme de q 

Pour q' , —3 — ( — 3) X 1" terme de q' 

Aucune de ces deux relations n’est la conséquence de l'autre : 
en principe, elles existent séparément et en vertu d’hypothèses 
également admissibles; de telle sorte que rien ne peut per- 
mettre de dire que le premier terme de q se trouvera dans 
q ' , ni de prévoir l’identité qui se présente quelquefois 
entre q et q'. 

Il est donc clair qu’en général les quotients que l’on ob- 
tiendra par des ordonnances inverses , seront de formes diffé- 
rentes. 

3a. Sans admettre l’ordre ascendant plutôt que l’ordre des- 
cendant , soient actuellement les deux polynômes P et D, or- 
donnés de la même manière par rapport à la même lettre 
commune x. 

P = Dividende = Ax m •+- Bx**' + Cx m " ........ 

D = Diviseur = ax“ -j- bx v + ex’" -{- 

Il s'agit de trouver un polynôme Q appelé quotient, qui, 
multiplié par le diviseur, donne le dividende pour produit. 

Le polynôme Q qui , sous la forme la plus complète, ren- 
ferme une partie fractionnaire dont le numérateur satisfait à la 
condition (n° 33), peut toujours être supposé ordonné, quant 
à x, dans le même ordre que P et D ; représentons-lc par 
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Q = Quotient =» A’x r -f- B'x’’' -H Cx r " -| 

Dès lors, nous savons que dans ce cas, comme au n°26, 
le premier terme de P est le produit du premier terme de D 
par le premier terme de Q, c'est-à-dire que 
A'x T . ax n = Ax m 

D’où l’on déduit 



AV =» 



Ax m 

ax H 



On voit donc que le premier terme du quotient s’obtient en 
divisant le premier terme du dividende par le premier terme 
du diviseur. 

Le dividende étant la somme des produits partiels du divi- 
seur par chacun des termes du quotient , et par la fraction 
dont le type général a été défini et qui peut affecter Q, on 
pourra effectuer le produit 

D . A'x v 

du diviseur par le premier terme, actuellement déterminé, du 
quotient ; ce produit étant ensuite retranché de P on obtiendra 
un reste P' qui n’est autre chose que la somme des produits 
partiels du diviseur par les diverses parties encore inconnues 
du quotient. 

Ce reste constitue donc un nouveau dividende sur lequel nous 
aurons à raisonner comme sur le polynôme P, de telle façon 
qu’en divisant le premier terme de P' par le premier terme 
de D, on aura le second terme du quotient demandé. 

De ce qui précède on déduit la règle suivante : 

Pour diviser deux polynômes , ordonnez-les de la même 
manière par rapport à une même lettre commune. Divisez le 
premier terme du dividende par le premier terme du divi- 
seur ; le résultat sera le premier terme du quotient. Retran- 
chez du dividende le produit du diviseur par ce terme , 
en maintenant l’ordonnance du reste, par rapport à la lettre 
ordonnatrice choisie pour les polynômes proposés. Divisez le 
premier terme du reste par le premier terme du diviseur ; 
vous obtiendrez le second terme du quotient. Retranchez du 
premier reste le produit du diviseur par le second terme du 
quotient, et divisez le premier terme du nouveau reste par le 
premier terme du diviseur ; vous obtiendrez le troisième terme 
du quotient. Ainsi de suite. 
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Convenons de considérer comme dernier terme du quotient 
celui dont la lettre ordonnatrice a pour degré la différence al- 
gébrique , pour cette même lettre, de l’exposant du dernier 
terme du diviseur à l’exposant du dernier terme du dividende : 
il est clair, qu’en général, la division pourrait cependant se con- 
tinuer au-delà de ce dernier terme conventionnel ; mais on in- 
troduirait ainsi dans le quotient des termes dont les degrés , 
ajoutés à ceux du diviseur, ne seraient pas renfermés dans le 
dividende, et cette introduction, qui n'aurait souvent aucune 
utilité immédiate, transformerait le quotient en une série illi- 
mitée. 

Le dernier terme du quotient donne ainsi lieu à un reste 
R, égal nécessairement au produit du diviseur par la fraction 

complémentaire du quotient; cette fraction est donc-ïy-. 

Si R est nul , le diviseur n’entre pas dans le quotient 
comme dénominateur; dès lors, l'ordonnance commune, faite 
dans un sens ou dans l’autre , est sans influence sur la forme 
du quotient , attendu que la propriété (n“ 26) reçoit son en- 
tière application , tant pour le premier que pour le dernier 
terme du dividende. 

56. On a l’habitude de dire qu’une division algébrique est 
ou n’est pas possible. Cherchons à donner à cette expression 
inutile et nullement nécessaire , le seul sens que la théorie , 
exposée précédemment, puisse accepter. 

Nous avons défini (n°5a) ce que l’on entend par dernier 
terme d’un quotient : dans le cas où le reste , fourni par ce 
dernier terme, n’est pas nul , on a dit jusqu’à présent que la 
division est impossible ; mais il vaut mieux dire plus simple- 
ment, avec rigueur et sans être plus long, que zéro n’est pas 
le dernier reste. 

Il est une autre erreur que nous voulons relever ici, et dont 
tous les auteurs se sont rendus coupables : d’après les erre- 
ments ordinaires, on prétend que la division 

x* — 5x* -+• Ux» — 23x‘-|-27x — 20 
x 5 — 3 x*-f- 5x 

est impossible , parce que le dernier ternie 20 du dividende 
n’est pas divisible par le dernier terme 5 x du diviseur. Cc- 
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pendant cette division, très-possible, donne 
x* — 2 x + 3 — 4 ar* 

pour quotient et zéro pour reste. Cet exemple , choisi parmi 
tant d'autres , prouve combien il est indispensable de donner 
à la propriété ( n" 26 ) toute la généralité et toute l’extension 
nécessaires, en y considérant les coefficients et les exposants de 
la lettre ordonnatrice, comme pouvant être quelconques, entiers, 
fractionnaires, positifs ou négatifs. 

Nous avons déjà dit qu'une quantité algébrique est entière, 
lorsqu’étant d'ailleurs rationnelle, elle ne contient aucun déno- 
minateur numérique ou littéral : à ce point de vue , on dit 
quelquefois qu’une quantité entière est ou n'est pas divisible 
par une autre, selon que le quotient de la première par la 
seconde est ou n’est pas une quantité entière; nous dirons 
plus correctement qu'une quantité entière est ou n'est pas mul- 
tiple d’une autre , et cette expression aura l’avantage de pou- 
voir s’appliquer au cas où les termes de la division sont frac- 
tionnaires. 
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ROTATION ANALYTIQUE 

OU 



THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. 



•y “ 

]. 

VRAIE SIGNIFICATION DU SYMBOLE f. 



Deux modes généraux essentiels de génération des grandeurs; par translation, 
et par rotation. — Décomposition d’un mouvement angulaire quelconque en 
trois mouvements consécutifs, dont deux par translation successive et un par 
rotation normale. — Signe t, appelé improprement signe d'imaginarilé ; sa 
signification concrète. — Généralité spontanée et immédiate du signe i= l /Ht. 
— Sjmboles imaginaires de divers ordres ou de divers degrés; sens con- 
cret à attacher aux degrés pairs ou impairs de ces sjmboles. 

37. Lorsque, pour concevoir la génération tics grandeurs, 
on considère un point qui se meut , on reconnait sans peine 
que ce point est sans cesse soumis A deux influences ou à 
deux forces, dont les actions, déterminées et continues, s’exercent 
ainsi a chaque instant, et font décrire, par la combinaison de 
leurs effets , le lieu réellement parcouru , c'est-à-dire la tra- 
jectoire du point. 

Dans ce mouvement , et à un instant quelconque , si les 
forces qui sollicitent le point continuaient leur action, en per- 
sistant dans la détermination qui leur est alors particulière , il 
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est clair que la trajectoire serait une ligne droite, c’est-à-dire 
le type d’un seul déplacement ou d’une seule direction con- 
servée invariablement ; et c’est même , en vertu d’une sem- 
blable hypothèse implicite , que nous avons été amené à for- 
muler, dans la première partie, ce grand principe propre à 
la translation d’un point : 

Sur une droite indéfinie , et à partir d’une origine fixe 
quelconque , toutes les longueurs qui sont comptées dans un 
sens sont qualifiées du signe -j- , tandis que toutes celles qui 
sont comptées dans le sens contraire , sont qualifiées par le 
signe — . 

Mais ce n'est pas ainsi que les choses se passent en géné- 
ral, car le plus souvent les forces qui concourent au mouve- 
ment varient à chaque instant , suivant des lois connues ou 
données : il s’en suit que, pour passer de l’une à l’autre de 
deux positions consécutives, le point générateur doit, dans une 
direction déterminée passant par la première , et en vertu 
d’une force de translation , avancer d’une certaine quantité , 
tandis que simultanément il se meut d'une quantité angulaire 
convenable, en abandonnant la direction que la translation lui 
avait d’abord imposée. 

Ce mouvement angulaire doit évidemment être regardé 
comme une rotation exécutée par le point mobile autour de 
chaque position qu'il acquiert. 

L’étude approfondie des trajectoires curvilignes, ou des lignes 
courbes, étant du ressort de la Géométrie, nous ne nous arrê- 
terons pas davantage sur ce sujet, car il nous suffisait mainte- 
nant de constater qu’un point qui se meut est simultanément 
et continuement soumis à des effets de translation et de ro- 
tation : l’uniformité et la variation de ces actions, de nature si 
différentes , donnent lieu à toutes les espèces et à toutes les 
variétés de courbes possibles, tant planes que gauches. 

58. Après avoir indiqué précédemment les conventions de 
signes qui appartiennent à la représentation analytique de la 
génération par translation, il est nécessaire de rechercher par 
quel caractère ou par quel signe on devra distinguer dans le 
calcul les éléments engendrés par rotation : en d’autres termes, 
il s’agit actuellement de trouver le symbole analytique de la 
rotation , et de compléter ainsi la correspondance immédiate 
qui doit , ou qui du moins devrait toujours , exister entre le 
concret et l’ahstrait. 



Digitized by Google 




sur les vrais principes de 1’ Algèbre. 57 

Considérons en général les droites (>\ et 0\' dont lu ure- 
Tj mière est l uxe de translation , 

| // avec origine O : c’est autour 

du point ü que la rotation 
s'exécute et fournit , pur exem- 
ple , la droite OX' , tandis que 
sur OX , l’on évalue les es- 
paces parcourus par translation. 

Menons la perpendiculaire quelconque AB à OX. 

II est évident que pour déterminer graphiquement le point 

A , il suffit de connaître OU et AB , en ayant soin toutefois 
déporter AB perpendiculairement à OB; on en conclut que la 
détermination analgtique de ce point exige la représentation 
analytique des quantités OB et AB engendrées pur tramlation, 
la première sur OX , la seconde suivant la perpendiculaire à 
cet axe. 

Le passage, par voie angulaire, de la direction OX à la di- 
rection OX' peut toujours être conçu comme produit succes- 
sivement , 

1" Par la description linéaire , selon OX à partir de O, d’une 
longueur arbitraire OB. 

2“ Par la description linéaire , suivant OX à partir du point 

B, d’une longueur 

BA' = BA 

dont la grandeur dépend à la fois de BO et de l’inclinaison 
des droites OX et OX' 

ô” Par la rotation de BA' autour de B comme centre ; ce 
dernier mouvement s’arrêtant lorsque le point A' se trouve sur 
la perpendiculaire BY à OX. 

Ces trois mouvements doivent d’ailleurs se succéder dans 
l’ordre où ils viennent d’étre indiqués. 

Il est donc permis de conclure que : 

La rotation angulaire quelconque se transforme en trois 
mouvements consécutifs, dont tes deux premiers ont lieu par 
translation , et dont le dernier, qui s'accomplit par rotation, 
transporte perpendiculairement à l’axe , la longueur engendrée 
par le second mouvement. 

59. Ce troisième mouvement , vulgairement appelé quart de 

ü 
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révolution, sera désormais désigné sous le nom de mouvement 
de perpendicularité : 

Nous avons donc à étudier 
analytiquement le passage de 
l’une à l'autre des directions 

perpendiculaires XX' et YY'. 

Remarquons d’abord que la 
perpendiculaire AB , menée à 
XX' par un point quelconque A 
de YY', passe par l’origine B de rotation; il en résulte la dispari- 
tion du premier des trois mouvements que nous avons reconnus 
et définis généralement, pour le cas d’une rotation quelconque. 

Quant à la longueur produite par le second mouvement de 
translation , il est clair quelle est égale à AB ; prenons donc 

BA, = B A 

Et représentons BA t par -\- a. Puisque , suivant XX', la 
translation effective n’existe plus , et que la modification de 
BA,, à l’aide des signes + et — , est impossible pour distinguer 
les longueurs égales BA, et BA , examinons si la voie facto- 
rielle ne .peut pas symboliser avec la perpendicularité de ces 
directions. 

Désignons par i le facteur de BA = +a, nécessaire à cette 
transformation, qui donne ainsi 

/A (+«)*■ “/b (i) 

Or si l’on voulait, de la même manière , passer de BY à BX', 
on ferait 

BA', = BA, = — « 

Et l’on aurait 

// (jfo )« = -« ( 2 ) 

La multiplication, membre à membre, des égalités (1) et (2 ) 
conduit à 

»* = -l (A) 

40. Forme de i; signification de (A). — La signification, 
complète et si importante, de cette dernière relation étant res- 
tée inconnue jusqu’aujourd’hui, il est indispensable de la mettre 
en évidence , afin qu’étant ainsi établie à priori , elle puisse 
servir de base au calcul d’une classe spéciale d’expressions lit— 
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térales, donl I introduction est due à lu considération du mode 
de génération concrète par rotation. 

Uemarquons qu’en multipliant (1 ) par (2), et en écrivant 

» . t «= t* 

nous avons de fait, établi cette convention : 

L’exposant s’applique à un signe, ou à un symbole, comme 
si ce signe était une quantité. 

Est-ce à dire par là qu’il est permis de regarder i*, et en 
général i r , comme une puissance? Aon certes , car cela serait 
aussi abscrde que d'admettre les différentes puissances des si- 
gnes 4- et — ; et s'il n’est personne capable , pensons-nous , 
d’introduire dans le calcul la p' puissance du signe — par 
exemple, il ne se trouvera aucune intelligence qui puisse con- 
cevoir la signification de la p' puissance d’un autre signe t : 
en effet, les opérations fondamentales s’exécutent sur des nom- 
bres, ou si l’on veut sur des rapports, et leur application aux 
signes de génération, considérés en eux-mèmes et isolément, ne 
présente aucun sens , et ne serait qu’une extravagance! 

D'ailleurs i n’est pas , et ne peut pas être , une quantité ; 
car, s’il en était ainsi , sa présence comme facteur modifierait 
dans (1) la valeur de a, ce qui est impossible, puisque les 
valeurs absolues de BA, et de BA sont égales. 

D’un autre côté si i avait quelque valeur, positive ou né- 
gative , et pouvait ainsi être autre chose qu'un signe nouveau 
et nécessaire, sa seconde puissance serait positive : la formule 
(A), dès lors inadmissible, interdirait la considération et l'em- 
ploi de quantités dont il serait impossible d’admettre les com- 
binaisons régulières. 

i 1 n'ayant donc la forme d’une puissance que par suite, d une 
simple convention , il est évident , qu’en s’appuyant sur cette 
forme, on peut retourner à la forme de i, par le signe con- 
traire de l’élévation au carré , c’est-à-dire par le signe J/ 
d'extraction de racine carrée ; et , dès ce moment , le même 
retour pouvant avoir lieu, par rapport à ( — 1) qui, comme 
signe, est l'équivalent de i*, on aura 

i = y~T (C) 

Tel est donc le signe nouveau, qui devrait être appelé signe 
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de perpendicularité ou signe normal, et [qui improprement a 
reçu jusqu'aujourd'hui le nom de symbole d’imaginarilé. 

L’erreur dans laquelle on est resté avait porté des savants 
du premier ordre à dire que dénonçait l'impossibilité , 

et à placer, en dehors du domaine réel, les fonctions où \ /: ^i 
se trouvait; ees savants, en méconnaissant ainsi l'origine et le 
sens du symbole y/ , introduisaient dans les calculs des 
fonctions qu'ils regardaient comme chimériques. Vainement et 
sans cesse on a objecté, 

Mais si les quantités imaginaires sont chimériques et ab- 
surdes, comment est-il possible d’en faire un instrument cer- 
tain de calcul et d’investigation ; et comment concevoir qu’en les 
soumettant, sans démonstration , aux règles du calcul ordinaire, 
on parvienne souvent , et dans des cas toujours déterminés , à 
rentrer dans le domaine réel. 

On répondait avec un sérieux inconcevable : 

« Les expressions imaginaires sont des quantités vraiment 
» chimériques, absurdes en elles-mêmes ; mais elles sont néan- 
» moins susceptibles de jouer un rôle dans les calculs algé- 
» briques, et même de manière à donner des résultats réels ; 
» en effet, une expression imaginaire, multipliée par elle-même, 
» produit une expression réelle, etc., etc. » 

Il n’est pas besoin de faire remarquer ce qu’une pareille ré- 
ponse a de valeur; elle montre assez , par son insuffisance , 
que le signe l/^î n'avait pas jusqu’alors reçu sa vraie si- 
gnification. 

41. Pour donner au symbole y/—i toute la généralité que 
l'on doit y rencontrer , pour faire en sorte qu'il distingue la 
rotation qui s’opère dans un sens ou dans l'autre, on le sou- 
met à la grande loi de Descartes cl l’on pose 

* = 4- 1/— i et i — — Ÿ — * , ou encore i «=» ± V 

De cette manière -j- ]/~î caractérise le mouvement angu- 
laire de droite à gauche, tandis que — ï s'applique à ce- 
lui qui s’accomplit de gauche à droite. 

Conformément à la correspondance des oppositions de signes 
et de direction , nous pouvons conclure que la formule (A) 
est la traduction algébrique de celte vérité : 
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Deux mouvements de perpendicularité, consécutifs et de même 
direction, introduisent le renversement du sens primitif de trans- 
lation. 

De plus, pour considérer un plus grand nombre de mouve- 
ments normaux, et en supposant que B.V = BA,, on pourrai! , 
par un raisonnement analogue ù celui qui a été employé 
(n° 39), poser 

(BA,) i = BA 
(BA ) i = BA,' 

(BA') i «=■ B A' 

(BA' ) t — BA, 



D’où par multiplication, membre à membre , 

i* = 1 (B) 

De la même manière on conçoit que l’on aurait en général, 
« étant un nombre entier quelconque, 

»•" (*«+*> = — 1 (A') 

t 4n -= + 1 (B') 

Ces dernières formules symboliques, dans lesquelles t a la 
même signification que dans (A) prouvent analytiquement 
que : 

Le sens primitif de translation est change ou est maintenu, 
selon que l’on fait intervenir des mouvements de perpendicula- 
rité, en nombres simplement ou doublement pairs. 

42. En établissant, sur l’axe de translation, le renversement 
de direction comme étant le résultat de deux mouvements 
normaux consécutifs , nous avons voulu saisir analytiquement 
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le fait de la perpendicularité con- 
crète; mais nous avons ainsi par- 
ticularisé la rotation que nous 
allons considérer un peu plus 
généralement , en recourant à un 
nombre pair 2 n de rotations 
uniformes, égales et consécutives 



de BA,, autour de l’origine B. Désignons par q le signe fac- 
toriel qui, permettant de tenir compte à la fois de la position et 
de la grandeur, fournit successivement : 
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Un, = (-fa ) Q 
15 a, = (B a, ) q 



B«„» B A = (B»,.,) q 



— « = B «„ = B a; = (B 

En multipliant membre à membre ces diverses égalités , il 
viendra , après simplifications, 

— a = (-J- a) q" 

D’où 

ç*"=-l (A,) 

Et pour passer de celle rclaiion à 



(C.) 

il faudrait raisonner comme nous l'avons fait précédemment 
pour déduire C de A. 

Remarquons que dans la multiplication qui fournit (A,) 
on a 

<>“ = q" Q n I ou (p H )* = — 1 

D’où 

(>" = \/ —i , et Q — \/ c t 

Celte dernière formule prouve qu’il y a des imaginaires qui 
correspondent à tous les degrés pairs , et que la moitié de ce 
degré, est le nombre de mouvements angulaires nécessaires « la 
détermination de la perpendicularité. 

Ainsi se trouve établie à priori, et indépendamment de toute 
spéculation et de tout artifice de calcul , la vraie signification 
des imaginaires à indices quelconques de la forme 
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42. Pour passer de a à — a, nous n'avons employé uii 
nombre pair 2« de rotations que dans le seul but d’obtenir et 
de définir analytiquement la perpendicularité. 

Si l’on recourait ù un nombre impair 2 p + I de rotations 
successives, on aurait encore , de la même manière (pie précé- 
demment , 

v+y 

— — 1 et (t = — 1 

Et dans ces formules , qui sont symboliques aux memes 
titres que les précédentes, on ne pourrait, en aucune façon, re- 
garder — 1 comme une quantité dont on aurait à extraire 
la racine. 

On ne considère pas la rotation impaire, à cause de son peu 
d'utilité et de l'impossibilité où elle se trouve de fournir la 
notion analytique de perpendicularité. 

Observation. Il est clair que si l’on employait un nombre 
impair 2 /> -f- 4 , de rotations angulaires, égales et successives, 
pour passer de -j- a à — a, on obtiendrait 

0 = 

Et dès-lors 0, en conservant toujours le caractère propre de 
symbole, ne pourrait plus fournir la rotation normale: c’est à 
cette forme que se rattachent, 

, p ur , 
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Combinaison, établie à priori, entre les signes de translation et de rotation. 
— Etablissement a priori , abstrait et concret , des quatre règles fonda- 
mentales relatives aux quantités de la forme o |/ — 1. — Reproduction pério- 
dique de 1 , -)- {/ — 1, — I et — j/ — I comme équivalents respectifs de 

(i/^t)‘"+ 5 . _ Surfaces positives , 
surfaces négatives. — Carré de a J passage de l’une à l'autre des 

formes \/ — a' et a \C — 1* 




45. Combinaison à priori tirs 
signes de translation et de rota- 
tion. La rotation de chaque unité , 
soit positive soit négative, se re- 
présentant analytiquement par le 
symbole factoriel ± il est 

clair que l’on aura : 



(lï A B= (+o) (+ |/-0 | 

(2) A' B= ( — a) (+|/=ï) i 



Hotation de droite 
à gauche. 



(J) A' B = (-|-a) ( — j/ — l) | Rotation de gauche 

(4) AB- (—a) (—1/^1) ) à droite. 

On est convenu d’écrire , avec plus de simplicité, les expres- 
sions (1) et (2) sous la forme. 



AB=(-fa)l/-i C 1 ) 

A’B-(— a) |/~i ( 2 ) 



Il serait même plus rigoureux de ne pas regarder ces der- 
nières formules comme résultant d’une convention nouvelle : 
en effet la rotation perpendiculaire introduit de fait un nou- 
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vol axe de translation , perpendiculaire au premier sur lequel 
s'exécute et s'évalue la translation effective ; et il est clair que 
sur ce second axe YY', il faut distinguer, à partir du premier, 
deux sens opposés par rapport à XX'; il suit alors de là que 
HA et BA' sont de directions contraires sur YY' et que leurs 
représentations analytiques devront être de signes différents. 

Les expressions (3) et (4), tenant lieu des grandeurs A'B et 
AB, doivent se confondre respectivement avec (2) et (1), ou 
avec (2’) et (1') , dont elles ne peuvent différer que par la 
forme. De là découle le fait analytique suivant , 

(+«) (+ v~\) l/=T 

(—a) (+ V~i) =-« V-l 
(+«) (— V — 0 *= — a V—i 
(—a) (— V-t) =+a l/=ï 

qui traduit ainsi à l'évidence et o priori, ce principe important. 

Les signes de translation et de rotation se combinent facto- 
riellement d’après les lois qui, relatives à la multiplication , 
constituent la règle des signes. 

44. Remarque. On pourra donc toujours, dans une quantité 
de la forme ± m V—t, admettre que -j- V— i étant le signe 
«le la rotation, s’effectuant ainsi de droite à gauche, le signe ± 
appartient à m : c’est là un moyen que nous employerons sou- 
vent pour établir des points de concordance entre diverses 
quantités imaginaires. 

La quantité m est appelée le coefficient d'imaginarité. 

45. Addition et soustraction des quantités de la forme 
a V-l 

Soit l'opération 

m V—i — p V—i q V—i 

Les signes qui précédent les lettres m , p et q pouvant , 
d’après la remarque que nous venons de faire , être regardes 
comme propres à ces lettres, et dès-lors le sens de rotation 
étant le même pour tous les additifs, la question sera ramenée, ~ 
sur l'axe transitoire YY', correspondant à l'origine B fixe pour 
ces divers additifs, à considérer l'opération 

« — p + q 
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Le résultat cherché est donc 

m V/-1 — p -f q V-i = (m — P+q) 

Disons donc en règle : 

Pour additionner ou pour soustraire les quantités de la forme 
a \/—\ , il faut opérer sur les coefficients , et qualifier facto- 
riellement le résultat ainsi obtenu du signe [/^ï. 

46. Présentons cette règle sous une forme plus matérielle, 
s'il nous est permis de nous exprimer ainsi. 

Soient OX l’axe de transla- 
tion , et OY Taxe normal : sur 
OX construisons 

OQ = OM — PM+PQ 
en prenant 

OM = m , PM — p , PQ = q 
Ensuite reportons OQ sur OY 
par un arc de cercle décrit du 
point O comme centre avec OQ 
pour rayon , et nous obtiendrons ainsi OQ . 

Faisons voir que OQ' qui, par une seule rotation normale, 
a évidemment ainsi pour valeur , 

OQ' « («i — p + 1) (!) 




est aussi le résultat des trois rotations normales 

( +W1 )V/=T , , (+ 9 ) l/— ï 

En effet la première de ces rotations transporte le point M 
en M', la seconde le point P en P', et enfin la troisième le 



int Q en 


Q'; or il est clair que 




D’ailleurs 


OQ'==OM — MP-f PQ 


(2) 




m \/—l = OQ' 


(3) 




— p 1/==! = MP 


(4) 




q = PQ 


l») 



L’addition, membre à membre , des égalités (1), (2), (ô), (4), 
(3) donne : 



m l/=ï —pV—t -j- q V—t = ( m ~p-{-q)\/—\ 



ce qui établit la règle déjà trouvée analytiquement. 
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47. Multiplication des quantités de la forme a \/—~i . 

Pour plus de simplicité, considérons d’abord le cas où a— 1, 
en voyant dans V/— ï l’expression analytique de l'unité à la- 
quelle on a fait subir un quart 
de révolution. 

Dans la figure ci-jointe, déjà ex- 
pliquée^ 0 39), on peut supposer que 

BA, = BA = BA,' = BV = 1 

et l'on aura , en employant le si- 
gne rotatif normal, ou d’iiuaginarité, 

[ BA, »= 1 

(BA,= 1 (BA;= —1 \BA — BA, l/=ï 

(c) BA =BA,V^=î(c'){BA'=BA t V==ï(0 BA;-= BA 
|ba;=BAV/-i |BA, — BA' \/ — t /BA' c- BA; V~i 

' BA, =- BA' l/Tl 

Multipliant successivement les deux premières, puis les trois 
premières égalités de chaeuri des groupes (c) et (g') et faisant 
des réductions évidentes, il viendra : 




AB — V/— t L A' B = — V/-i ) 

— 1=A',B= V~i V'~i\ {fn + 1 = A, B - (- V-Ï) 

En multipliant d’une manière analogue les deux , puis les 
trois, les quatre et enfin toutes les égalités du groupe (g"), 
on obtient, 



A B^(l/=ï) j 
A; b ~a/~ t y I 
A' B =(l/^T) 3 / 

a, b =(v /~ty \ 






Le rapprochement des relations ( g ), (g') et (g,) prouve que 

V—t = l/Tï 
(V—ï)*— — 1 

(V/=ï) 5 = — \r=î 

(l/=0*= + t 

En continuant à raisonner de même , et n désignant un 
nombre entier quelconque, ou 
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<y=*r = + i 

(V /=?)*»+• = + V/=T 

(l/-0* n+ * = — « 

(v^fr +3 =-v/-ï 

Ces formules établissent ces règles : 

1° La forme d’une puissance quelconque de [/— t est +1 ou 
— 1 , selon que son degré est doublement ou simplement pair ; 

2° La forme d’une puissance quelconque de \/~\ est -f- 
\/—\ ou — \Z—Î> selon que son degré est supérieur ou infè-. 
rieur de 1 à un multiple de 4. 

48. Actuellement si l'on demande le produit 
P = (a [/-l) (by=î) 

on dira qu’il faut opérer sur le multiplicande, comme on a dû 
opérer sur l’unité pour avoir le multiplicateur ; dès-lors, comme 
pour former b \/—i on doit imprimer à chaque unité de b 
un quart de révolution , il sera nécessaire , pour avoir P, 
d’imposer à a \/~\ autant de mouvements de perpendicula- 
rité que la quantité b contient d’unités; l’un quelconque de 
ces mouvements a pour représentation analytique. 

a V~i • V-i 

11 renverse (n" 41) le sens de translation de a, pour four- 
nir ainsi — a, par suite de deux mouvements normaux con- 
sécutifs; de sorte que le résultat 

a V/=T . V/— ï = — « 



doit être pris b fois, ce qui donne, 

P = ab i/=ï . — — ab 

Si l’on remarque que le signe — qui affecte ab résulte aussi 
de (l/Tï)* , on aura cette règle relative à un nombre quel- 
conque de facteurs; 

Ze produit d’un nombre quelconque k d’imaginaires de la 
forme a {/— ï s’obtient en faisant le produit de leurs coefficients 
et en tenant compte, conformément aux lois du numéro pré- 
cédent, du nombre k de signes d’imaginarité. 
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49. A un point de vue explicitement concret , nous 

dirons que le multiplica- 
teur b V~t signifie que 
l'unité a été prise b fois 
normalement , et que par 
suite , pour exécuter l'opé- 
ration 

a\/^\ . b\/—\ 
comme il faut opérer de 
la meme manière sur le 
multiplicande, il faudra d'a- 
bord imprimer à 

OA' = OA V~\ = a [/=ï 
un quart de révolution, ce qui donne 

OA, — OA' l/=ï = OA V/=î • l/=ï = — OA = — a 

Ensuite ce résultat ( — a) devant être considéré b fois pat- 
addition, on obtient 

a y~i . tj l/Hï == — ab. 

Telle est donc la surface du rectangle OB' A, C,, qui est 
ainsi Y opposé du rectangle OB' AC dont la surface est égale à 
ab : on comprend , par ces simples mots, la signification réelle que 
les signes -f- et — ont, dès qu’ils s’appliquent aux surfaces ; 
à tel litre, par exemple ici, que les surfaces (-(- ab) et ( — ab) 
ont des hauteurs communes et des bases égales, mais de direc- 
tions opposées. 

Il n’est pas sans importance , croyons-nous , de faire remar- 
quer que jusqu'ici l’on regardait comme un symbole d'impossibilité 
et d'absurdité , une expression superficielle négative, numérique 
ou littérale : il n'en est cependant nullement ainsi , et le 
signe ( — ) est, quant aux surfaces, la conséquence immédiate 
de la signification rationnelle du symbole normal \/~\. 

En effet la surface (-j-«6) correspond au produit 

( — a y=i) (-j- b l/^ï) 

dans lequel le multiplicande — a V // — 1> qui est égal à OA v 
devient a par suite d’un mouvement normal de rotation. 
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50. Le carré de a \/~i, sérail d'après cette règle 

(fl = — «’ 

Retournant , par l’extraction des racines, aux données de 
l'opération, on obtiendra 

l/=a« — « V~\ 

Et 1 on voit que toute quantité, engagée dans le signe d’i- 
maginarité, peut en être expulsée par une extraction de racine 
carrée. 

Réciproquement : 

Tout coefficient d’une imaginaire rentre sous le signe \/ 
par Ï élévation au carré. 

On fait un fréquent usage des transformations qu’autorisent 
ces deux propriétés. 

51 . Division des quantités de la forme m ï 

Soit q le quotient inconnu de la division. 

a \/~\ : b V/^T 

dont les ternies a l/3j et b \/~y représentent respectivement 
« et b unités normales , comptées sur la même perpendicu- 
laire à l'axe de translation. 

Il est clair que l’opération proposée donne identiquement le 
même résultat que la division des quantités ordinaires a et 6, 
et qu'ainsi 

a l/^ï a 

q = b VZTi = T~ 

On dira donc : 

Le quotient de deux imaginaires de la forme a \/—\ est égal 
à celui de leurs coefficients. 

La multiplication concrète des quantités de la forme m {/— t 
ayant été établie (n" 49), il est inutile de présenter de ta même 
manière la division des quantités imaginaires de cette forme. 

r 
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Quantités imaginaires complètes telles que a h |/^t; leur signification con- 
crète. — Etablissement à priori , abstrait et concret, tics quatre premières 
règles sur les imaginaires complètes. — Conditions d'égalités de deux ima- 
ginaires. — Module, ou Norme de Gaoss. — Conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que l'expression a -J- b t/HT soit nulle, et réciproquement. 
— Module d'une somme, d'une différence, d'un produit, d’un quotient. — 
Module d’une puissance, d'une racine. — Deux manières de décomposer en 
deux carrés le produit de deux nombres, dont chacun est la somme de deux 
carrés. — Forme modulaire des quantités imaginaires. — Relation fonda- 
mentale entre les carrés faits sur les trois côtés d’un triangle rectangle. — 
Démonstration concrète de cette propriété que le module de la somme ou de 
la différence de deux expressions imaginaires est compris entre la somme 
et la différence des modules de ces quantités. — Multiplication et division 
modulaire. — Formules de Moivre. — Les quantités cos 9 4- V'~\ sin 9 et 
cos 9 — i/—t sin 9 sont inverses l’une de l’autre. — Deux théorèmes fonda- 
mentaux sur la convergence des séries réelles. — Séries imaginaires; carac- 
tère modulaire de leur convergence. — Extension du théorème de Maclaurin 
au cas de l’imaginarité. — Développements de a z , c x , log (l+x), sin x, cos x, 
arc lin x. — Base népérienne, sa valeur. — Loi exponentielle imaginaire. — 
Formules de Jean BERNOULLY. — Logarithmes imaginaires; logarithmes 
népériens imaginaires des quantités quelconques, des nombres positifs et des 
nombres négatifs. — Logarithmes imaginaires h base quelconque. — Passage 
logarithmique d'un système A à un autre système A’. 



52. Il nous reste ù nous 
pour un angle quelconque a. 




occuper de la rotation angulaire 

II est clair , d'après ce qui pré- 
cède , qu'en tenant compte des 
directions OB et AB, perpendi- 
culaires l'une à l'autre , l'expres- 
sion 

OB + AB \Z~\ 

constitue , par rapport à OX , la 
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détermination analytique de la direction OX', délinie géomé- 
triquement d'ailleurs par la simultanéité des longueurs per- 
pendiculaires OB et AB. 

Pour étudier plus spécialement la détermination & l’incli- 
naison de OX' sur OX, considérons la distance OA dont l’ex- 
trémité a OB et AB pour éléments géométriques perpendicu- 
laires : 

Celle longueur OA, comptée sur OX' , est liée à la même 
distance que l’on mesurerait sur OX , à l’aide d’un signe fac- 
toriel que nous représenterons par 0 ; cette liaison doit être 
factorielle, attendu quelle ne peut être établie par l’un des si- 
gnes -j- ou — , qui ne feraient que conserver ou renverser la 
direction de translation; on a donc ici 

O A ■ 0 = OB+A B \Z—i , d’où 0 = ^ + 



0 peut être appelé le coefficient de direction , de OA par 
rapport à OX : ainsi se présentent d’elles-mèmes les lignes tri- 
gonométriques , avec leur correspondance analytique complète, 
et l’on voit s’introduire naturellement, et comme fait de géné- 
ration, la notion de direction. 

En général les quantités reçues dans le calcul, sous le nom 
si impropre d’imaginaires, ont donc la forme 



a -J- b V-t 



, . , , OB 

a et o étant des rapports tels, par exemple, que et 



AB 

OA 



Disons encore une fois que : 

Si les quantités imaginaires constituent une catégorie spéciale, 
c’est parce que leur existence provient d’un mode incontestable 
et indispensable, suivant lequel la génération des grandeurs s'ac- 
complit et se développe avec continuité. 

Et si jusqu’à ce jour, l’on a maintenu lirrationnalité de la 
théorie jusqu’à regarder ces quantités comme impossibles, comme 
imaginaires , comme appartenant en un mot à un monde 
irréalisable, c’est, qu’aveuglé par la routine, on n’a pas exa- 
miné les deux phases nécessaires, et essentiellement différentes, 
que présente l'étude de la formation des grandeurs. 

Ces quantités, que nous proposerions volontiers de nommer 
directrices , afin de rappeler la signification de 0 , trouvée 
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plus haut , sont tout aussi réelles que les quantités positives 
et négatives ; leur introduction dans l'analyse est non-sculc- 
nienl utile, niais elle est aussi d’une indispensable nécessité. 

55. La direction ou , comme nous le verrons (n° 72) , l’ar- 
gument , d’une imaginaire peut-être augmenté ou diminué d’un 
nombre entier quelconque de circonférences. 

L’imaginaire x — a -)- 6 l/^ï indiquant (n“ 52 ) la direction de 
la droite OA qui a subi, autour de O et à partir deOX, une 

rotation angulaire égale à AOX , reste encore la même lorsque 
ee mouvement vient a être augmenté ou diminué d'un nombre 
entier quelconque de circonférences. 

tz étant le rapport de la circonférence au diamètre, 2 tt exprime 
la longueur de la circonférence dont le rayon est égal à 1 ; par 
suite , a. étant entier , l’argument G d’une imaginaire peut être 
changé en G ± 2 a ir. 

54. Opérations fondamentales sur les quantités imaginaires. 

Le calcul soumet celle nouvelle espèce de grandeurs aux règles 
ordinaires déjà établies , modifiées cependant en tenant compte 
des lois démontrées à priori (n°’ 45, 4G, 47, 48, 4!), 50, 51). 

L’addition et la soustraction des quantités imaginaires de la 
forme p ± q \/— ï, s’exécute en opérant d’une part sur les 
quantités p, et d’autre part sur les quantités q, en faisant 
abstraction de l’imaginarité ; de telle sorte que , P et Q étant 
les résultats ainsi obtenus, on ait 

P + () V~i 

En effet, la simultanéité des divers additifs, tels que 
p q \/^j signifie, quant au point de vue concret, que l'on 
doit considérer à la fois : 

1" Les diverses translations élémentaires p ; d'où l’on déduit 
P = somme algébrique des quantités p. 

2" Les nouvelles quantités normales à l’axe de translation. 
Or, comme il est évident que q indique , perpendiculairement 
à l'axe fixe, leloignement du point générateur, il est clair que, 
des actions normales exercées sur ce point , il résultera une 
position dont la distance à l'axe sera telle, que 

Q = somme algébrique des quantités q. 

S 
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Sons une forme géométrique, considérons, sans que nos raison- 
nements fassent entrer en ligne de 
compte le nombre des additifs, les 
deux imaginaires 

P +q V/-T | pour , cs .(OP=p,0 P'=p' 

P' \-q'V^\ quMcs <PQ=9,P'Q W 

Les générations individuelles de cha- 
cune des quantités à additionner , de- 
vant nécessairement ici se succéder, il 
faudra, au lieu de O , donner le point Q pour origine h l’imaginaire 
p + q V / —i > e t c'est ce que l’on fera en menant d’abord à 
OX par Q la parallèle QPJ = OP'; puis à oy , par P', on 
mène P;Q,’ parallèle et égale à P'Q'. Le point générateur, qui 
se trouvait d’abord en O, sera donc maintenant en Q', dont 
l’imaginaire correspondante est évidemment 

(p + p') + (9 -p 9 ') V~ l 

55. Quant à la soustraction et s'il fallait revenir de cette der- 
nière expression à la quantité primitive p + q V — t, c’est-à- 
dire, exécuter l’opération 

( p + P') + (? + 9') V — > — ( P ’ + ( ï V—t) 

il faudrait abaisser de Q' la perpendiculaire Q'K sur OX , pren- 
dre ensuite Q;P 1 = 9'; puis mener par P' la parallèle P,Q 
à OX , et faire P|Q =* p' : la ligne OQ , pour laquelle on 
a le reste p -J- q l/^î , résoudrait la question proposée. 

56. Quant au produit de deux fadeurs imaginaires tels que 

a 4 b et a + b' V~i 

conformément à la définition de l’opération on aura à faire, 
sur le multiplicande les mêmes opérations qui, en modifiant 
l’unité , donnent le multiplicateur. Dans a 4- b' V—i , nous 
avons distingué : 

1° La translation de a unités ; 

2” La translation de b' unités ; 

3" La rotation normale de ces b' unités, à partir de l’ori- 
gine de la première d’cntr’elles. 

Nous devons donc prendre , 
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t" a' fois le multiplicande par translation ', suivant sa direc- 
tion propre ; c’est ce qui donne 

aa' + a 1 b l/— 1 (1) 

2" b' fois le multiplicande par translation en conservant la 
direction, et l’on a 

ah' -j- bb' \/ —\ (2) 

3“ Le résultat (2) ,• de cette dernière opération , dans une 
direction qui lui soit perpendiculaire ; on doit donc multiplier 
par \/~\ et l’on obtient 

ab' l/— t — bb' (2') 

Le produit cherché est enfin 

aa' — bb' -(- ( a'b + ab') y/Hï 

11 est bon de remarquer que le produit de deux ou de 
plusieurs expressions imaginaires reste le même , dans quel- 
qu’ordre que l’on multiplie les différents facteurs. 

57. Etudions maintenant, au point de vue concret , l’opération 

(a+6 i/=ï)(a'+6' j/rf) 

Le multiplicande 
donnant la direction 
de la droite OB par 
exemple , il faudra 
d’abord 1" effectuer 
a! fois la translation 
de a-\-b\/—\, ou de 
OB , suivant OX' : c’est 
ainsi que l’on obtient le 
point B'. 2” il faut en- 
core effectuer b' fois cette translation, toujours sur OX', mais 
à partir du point B' et dans un sens convenable , selon le 
signe du ternie b' V—- 1; cela donne le point 11, , si b' est 
positif. 3” Enfin il faut , de droite à gauche, effectuer la rota- 
tion normale de B’H, , de manière à obtenir le point 11', dont 
l’imaginaire est 

an — bb'-\-(a'br\-ab') \/—\ 

Il va sans dire que , si b' était négatif, cl égal par exemple 
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à B'H, , la rotation normale fournirait le point F, ainsi que 
V imaginaire directrice 

aa' -\-bb' (a b — ab') \/—t 

58. Théorème I. — Le produit d’un nombre quelconque d’ima- 
ginaires de la forme p -f q \/— ï, p et q étant des quantités 
entières, fractionnaires , positives ou négatives , est une ima- 
ginaire de même forme. 

Démonstration . — Soient en effet les facteurs. 

a, -f- b l \/— 1 , «, -)- b t V/^ï , Oj ■+- 6, \/—i, • • • • 

En multipliant les deux premières on obtient un produit 
qui, d'après ce que l'on vient de voir dans le numéro précé- 
dent, a la forme 

I», + «, 

En multipliant ce résultat par le troisième facteur imagi- 
naire, il viendra un nouveau produit de même forme, 

O, + », V^i) («s + b s V-i) - »>, +- «3 V^S 

On continuerait à opérer de la sorte , jusqu’à ce qu’ayant 
multiplié par le dernier facteur , on ait obtenu le produit de- 
mandé , qui est encore une expression de même forme que 
chacun des facteurs. 

59. La division des quantités imaginaires ne présente dès- 
lors aucune difficulté et se traite absolument de la même ma- 
nière que la division des polynômes ordinaires : on aura soin 
d’ordonner par rapport à la même lettre commune le divi- 
dende et le diviseur , sans mettre comme on pourrait croire 
peut-être le signe l/^H en facteur commun. 

Exemple : 

o*4*— lS|a4«— 3l»»|/ 



— ISIoS* 2o J — SS*— oilTa+S)/—! 

+I5| +3 

0 

On pourrait nommer paramètre la quantité qui , dans une 
imaginaire, est indépendante de \/—t et coefficient , la quan- 
tité dont y=i est le facteur. 




— I 5a+6|/— I 

2a 8 — 3a*sV--î — ïo&p^~ï— 3S* 
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00. Théohème II. — Lorsque deux quantités imaginaires sont 
égales , il y a égalité: I "entre les coefficients , T entre les pa- 
ramètres. 

Démonstration. — Soit l'expression, 

a -f b V/— ï == a -f b' V 

et l’identité 

— a — b 1/ — t == — a — b\/—i 
Par addition, membre à membre, il vient : 
a — a = ( l> — b) \/—i 

ce qui signifie que 

a = a' et b — b' 

car c’est dans ce seul cas qu’une quantité a — a’ comptée 
sur l’axe de translation peut être égale , ou plutôt identique , 
à une autre quantité (6 — b') V/— ï > perpendiculaire à cet axe. 

Du reste , sans recourir à la formule , on peut remarquer 
que si deux imaginaires , rapportées à des axes différents de 
translation , sont égales , il faut et il suffit que l’on puisse 
opérer leur superposition ; et. e’est précisément ce qui ne peut 
avoir lieu que si, d’une part , les coefficients sont égaux , et 
que d'autre part les paramètres le sont également. 

Cl . iVous prouverons , dans la suite , que toutes les expres- 
sions imaginaires que l’on peut rencontrer reviennent , quel 
qu’en soit le degré, à des imaginaires de la forme 

p -f- q V~t 

qui pour celte raison, portent quelquefois le nom d imaginaires 
du second degré. 

Des imaginaires 

V 4* <1 V — I et p — q f/ — \ 

sont conjuguées quand, elles ne diffèrent que par le signe du 
coefficient de \/~ f 

Les imaginaires conjuguées jouissent évidemment de la pro- 
priété d’avoir une somme 2/j, et un produit p % \- q ! , dans les- 
quels le signe l/^ï n’existe plus. 

La valeur absolue, ou prise positivement, de la racine car- 
rée de la quantité p* -j- q *, c’est-à-dire de la somme des car- 
rés du paramètre et du coefficient , est ce que l’on nomme le 
module ou, d’après Gauss , le norme de chacune tics expres- 
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sions p -j- q \/—i et p — g [/^ï ; et le théorème H fait aperce- 
voir à l'instant que , 

L’égalité de deux expressions imaginaires entraîne l’égalité 
de leurs modules, sans que toutefois la réciproque soit vraie. 

62. Théorème III. — Pour qu’une expression imaginaire soit 
nulle , il faut et il suffit que son module soit nul; la réci- 
proque est vraie. 

Démonstration. — 1° Si l'on a 



p + q l/—i = 0 

il faut que l'on ait simultanément , 

p = 0 et q — 0 



d'où l'on déduit que le module est nul. 

2" Si le module est nul, on a donc 

p* -f ry* = O 

et par conséquent 

p = 0 et q = 0 

d’où 

P + q V~± = 0 

65. Théorème IV . — Le module de la somme ou de la dif- 
férence de deux expressions imaginaires est compris entre la 
somme et la différence des modules de ces quantités. 
Démonstration. — Soient les imaginaires 

a + b V/— t et a' -j- b’ [/— 1 



dont les modules respectifs sont donnés par 

m 1 = a ! + 6* et m * = a'* 4- b'* (I). 

1" En considérant d'abord la somme des expressions propo- 
sées, et en en représentant le module par s, on aurait : 

s* = (a + «')* + (6 +&')* 
mais par addition des relations (1) on a : 

mj* -f mi'* = «’ + a'* + 6* + //* 

En ajoutant et en soustrayant successivement 2mm»' aux 
deux membres de cette dernière égalité , il vient, si l’on sup- 
pose m > m, 

(m — m')’==a’-|-« , ’-j-6’-)-6'* — imm' 
(Mi-{-m')*=« s -t-a'*+& , +6'*+2njMj' 
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d'où encore, par une transformation facile à saisir, 

(»j — m' f =— (a-J-a') 1 -f- (6-|-6')’ — 'î(m‘tu-\-aa-\-bb') 

— s'— < 2 (vim'-\-aa’-\-bb r ) (2) 

(m-f-i»')* == (a-f-a')’ -f- (6 + 6')* +- 2(mm'— aa'— bd) 

= s ! -J-2(»rm' — aa' — 66') (3) 

niais de 

«V* = (a*+6*) (a'*-f-6' > ) = «*a'*-f 6’6'*-|-a'*6*+a*6'* 

On déduit évidemment , par addition et soustraction de 
2««'66', dans le second membre, 

wi’/n' 3 = («a'+66') , -f a*6' 4 — an '66' — aa'66'-j-a'*6* 
d’où, par dégagements de facteurs communs, 

m'm* = (aa'-|-66') s -j-a6'(a6' — a b) — ab(ab — a b) 

ou bien 

m t m'* = (aa'-f-66')’-}-(a6' — a'6)* 

On voit donc que 

mm' y ad-\-bb' 

Et les relations ( 2 ) et ( 5 ) montrent dès lors que 

(m—ni’y > s* | m—m' < s c.q.f.d. 

(m-f»»')* < s* ) m-\-m’ > s 

G 4 . Théorème V. — Le module du produit de deux facteurs 

imaginaires est égal au produit des modules des fadeurs. 
Démonstration. — Soient les facteurs 

a— (-6 V~\. et a'-j-6' V^i 

dont les modules sont 

m = V a’-f 6* et m' — l/a' s J-6 7 * 

et dont le produit, qui est 

P = ad — bb’-\-(ab'-\-a'b) \Z~\ 
a pour module p, donné par, 

p* = (ad — 66')*-}-(n6'-]-a'6)* = aV*-f6*6'*-}-a s 6'*-[-a'*6’ 
d’où, par dégagements de facteurs communs, 

P* =» «*(a'*+6'*)+6*(a'*+6'*) = (a*+6*) («'*+6'*) 
et enfin 

P = mm c.q.f.d. ^ 
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65. Corollaire J. — Le module du produit d’un nombre 
quelconque de facteurs imaginaires est égal au produit des 
modules des factettrs. 

Supposons , en effet, que cela soit vrai pour un nombre 
quelconque n de facteurs , dont le produit P„ ait la forme 
A -)- B \/^ï, et dont le module soit p n . En représentant par 

m,, ni,, m , m n les modules des facteurs, on suppose 

doue que 

p' n = A*+B* = m\ m\ (1) 

Mais si dans P n on introduit le nouveau facteur imaginaire 
a- {-/?V/Zï, il viendra 

P„ + , = Aa — B/î-j— (A/9— B«_) l/=T 

Le module ;> n+! de P M+1 est ainsi 

pl + , = (A «-H/?)’ + (-V? +K«)* = (A* 4- B’) (2) 

Le produit , membre à membre , des expressions modu- 
laires (1) et (2) donne, après simplifications, extractions de 
racines carrées, et si l’on remarque que o*-(-/î s est le module 
»»„ +1 du (n— 1 facteur introduit 

P»+i = m i m t «'* »»«+< (3) 

On voit donc que si la propriété , qu’il s’agit d’établir, est 
vraie pour n facteurs, elle est par cela même vraie pour n+i 
facteurs : or elle est démontrée pour n=2, donc la loi existe 
pour » = 5, puis de proche en proche , et ainsi de suite pour 
n ayant une valeur quelconque. 

66. ConoLHiRE IL — Pour qu’un produit de facteurs ima- 
ginaires soit nul , il faut et il suffit que l’un de ses facteurs 
soit nul. 

En effet , pour qu’un produit de plusieurs facteurs imagi- 
naires soit nul, il faut et il sullit (n° 62) que son module soit 
nul; et réciproquement. Or ce module, qui est le produit des 
modules des facteurs, ne peut être nul que si l’un quelconque 
au moins de ses modules , réels nécessairement , n’est nul lui- 
même; alors (n° 62) le facteur imaginaire correspondant à ce 
module est nul. 

67. Corollaire III. — Le module de la puissance n ièmr d’une 
quantité imaginaire est la n'*" e puissance du module de cette 
quantité. 
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En effet, dans la démonstration du corollaire précédent , il 
suffit de supposer qu’il y a égalité entre les divers facteurs. 

68. Corollaire IV. — Le module de la racine r**" 1 " d’une 
quantité imaginaire est la racine r ünt du module de cette 
quantité. 

En effet, de 

x — \/ a-\-b \/~i 

on déduit 

x r = a j-6 t 

Et si m est le module de la quantité imaginaire donnée , tandis 
que X est celui de x, on aura 

X r =»i, d’où X = [/ m c.q.f.d. 

69. Corollaire V. — Le produit de deux nombres, qui sont 
chacun la somme de deux carrés, est aussi la somme de deux 
carrés. 

L’identité 

(a’-f 6*) (a'*-J-6'*) = (aa— 6&’) , -|-(a6'+a'&) , (4) 

à laquelle l’on a eu recours (n° 64) est la traduction analytique 
de cette propriété. 

70. Corollaire VI. — Jl y a toujours deux manières de 
décomposer en deux carrés le produit de deux nombres, dont 
chacun est la somme de deux carrés. 

Car si dans légalité que nous venons de rappeler, on per- 
mute les lettres a et b’, ce qui ne change pas la valeur du 
produit (a’-j-i 1 ) («'’-t-i’’), il viendra aussi 

(a’+6’) (a'*+6'*) = (ab'—iïby+iaa'+bbj (5) 

71. Corollaire VII. — Le produit des deux fadeurs 

«’-j-ni* et a'*-| nb' % 

peut être exprimé de deux manières différentes sous la forme 

A’+nB’ 

Dans la démonstration du théorème V (n° 64) les quaii- 

9 
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lités b et b' sont quelconques, et l’on peut ainsi, dans les for- 
mules (4) et (5), se permettre de changer 

b en b 1/7 

b' en b' 1/7 

On obtiendra ainsi 

(«*-[- nb*) nb' iS )=(aa’ — nbb')* -\-n(ab' a'h)' 

(a’-j- wô s )(<i'*-j-n6'*)— (aa'-J-n66')*-}-n(a<i' — n'6)’ c.q.f.d. 

72. Forme modulaire des quantités imaginaires. Les ex- 
pressions imaginaires peuvent se mettre sous une forme par- 
ticulière qui simplifie singulièrement les calculs auxquels elles 
donnent lieu. 

L’expression imaginaire 

x — a 4- b V/— ï 

étant donnée, en désignant par rn le module, et par r le rap- 
port de 6 à a , on peut écrire, 

a * H- 6* — ni* (1) 




Et, en représentant par F et f les facteurs , qui multipliés 
par jh reproduiraient respectivement a et b , c’est-à-dire en 
posant 

a = m F (3) 

b—m f (4) 

il viendrait, par substitution de (3) et (4) dans (1), 

F* + /'=l (5) 



La division de (3) par (4) donne 
après élévation au carré. 




conformément à (2) et 



( 6 ) 



La valeur de F*, 
donne aisément 



tirée de (6) étant introduite dans (5), 



r 



i 

r* + 1 



( 7 ) 
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et par suite, toujours à l’aide de (5), 



F* = 



r*+l 



( 8 ) 



r peut être une quantité quelconque, et, comme on sait par 
la trigonométrie , que la tangente d'un angle peut passer , 
ainsi que cet angle, par toutes les valeurs possibles, on pourra 
poser , en désignant par 0 un certain angle convenable , qui 
désormais portera le nom d'argument. 



r = tang 0 

On aura ainsi 

f » __J et F* - -î!!. , ?8-°.- 

1 13110*0 1 -p tang s 8 

Dès lors on voit que (Trigonométrie) 

f = cos’0 et F* — sin*0 

par suite 

a = ± ni. cos 0 1 
6 = ± m. sin 0 ) 



( 9 ) 



Et l'on aura soin de prendre pour argument 6 , celui qui, 

f> .... 

ayant - — pour tangente, a son cosinus de meme signe que b. 

L'expression imaginaire proposée prendra donc la forme gé- 
nérale 



x = m (cos 0 -| -J/—! sin 0) (10) 

73. Quelles que soient les valeurs respectives de a et de 



6, c’est-à-dire quelle que 



L / 



soit l’inclinaison de la droite OX' 
surOX,on peut prendre sur OX 
une longueur OL= 1 : soient P 
la projection de L sur OX, et 0 
le coefficient d’inclinaison de OX', 
par rapport à OX. 

Supposons que m étant le mo- 
X dule d’une imaginaire donnée, on 
ait fait 



OA = OL. m = m. 
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Relativement à OA, ou a donc 



d’où 



AO. 0 = BO + AB V/-i 



6 . L0 =^+^ 
m m 



(O 



Considérant spécialement cette imaginaire nous dirions que 
si l’on voulait construire son produit par ni , il faudrait néces- 

™ „ B0 AB 

sairement opérer sur scs cléments OP et LF ou — - et — , 

m m 

de la même manière que pour passer de la longueur incli- 
née OL=l, à la longueur inclinée OA = m. OL ; on voit 
donc que 



BO = PO. »i | 
AB = LP. m j 



d’où BO -j- AB — m (PO -f- LP ) 



( 2 ) 



Mais les éléments F et f (n°72), qui sont représentés par 
PO et LP ne sont rien autre chose que les réductions à l’u- 
nité de longueur inclinée des quantités BO et AB : or, dans 
ce cas, la transformation modulaire établissant que F*-f-/' , = l, 
montre qu’ici l’on a 



P0‘ -f LP* = 1 = LO* 



( 3 ) 



La combinaison de (2) et (3) donne 



BO -j- AB = m . LO — (m. LO) 



Et enfin, comme AO = m. LO, 

~BO + ~ÂB* =ÂO 

On reconnaît dans ce résultat la relation qui existe entre les 
carrés faits sur les trois côtés d’un triangle rectangle. 

Dans un autre travail nous ferons voir comment la théorie 
des imaginaires traite avec facilité et promptitude toutes les 
questions de Géométrie, et comment, en particulier, elle con- 
duit à la théorie complète de la Polygonométrie plane. 
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74. Démontrons, à laide de la propriété si connue du 

carré de l'hypothénuse , que 
(n" 65) le module de la somme 
ou de la différence de deux 
expressions imaginaires est 
compris entre la somme et la 
différence des modules de ces 
quantités. 

Soient les deux types 
a -h b V^—i et a! -f- b'\/^i 
pour lesquels on fait , 

, AC»|/a T +6 r 

, DF =|/a'*+6 ,r 

Prolongeons AB d une quantité AG = CD , et traçons les 
droites DG et FG ; la ligne DG est évidemment égale à AC, 
et l'on a dans le triangle DFG, 

DF — DG < FG < DF -f DG 

Si l’on remplace les quantités DF, DG, F’G en fonction de 
a, 6, a' et b' il viendra : 

y a'*+6” — y a'+b' < V/(a+a')* + (6+6')* < y'a'+b’' + V a'+b' 

c.q.f.d. 

73. Multiplication modulaire. — Soit à multiplier les deux 
imaginaires 

x = m (cos 0 -f- y~i sin 0 ) 
x! = ni (cos 0' -{- y~\ sin G') 

En effectuant le produit , suivant la règle déjà établie , on 
trouve 

*x'=f nm’ [cos 8 cos 8' — sin 8 sin 8' /^i (sin 8 cos 8’ -f- sin 8’ cos 8)] 

Et comme on sait, par la trigonométrie, que 

sin (0-|— 0') = sin 0 cos G' -}- sin 0' cos 0 
cos (0— (-©') ■=* eos 0 cos 0' — sin 0 sin 0' 




BC = o , AB —■ b 
CF = a , CD == b’ 
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On obtiendra , 

xx = mm' [cos (0-)-0') -f \/— \ sin (0-f®')] 

ce qui fait voir que pour multiplier deux expressions imagi- 
naires, on doit multiplier les modules et ajouter les arguments. 

76. Corollaire I. — Pour multiplier un nombre quelconque 
d’expressions imaginaires, il suffit de multiplier les modules et 
d’ajouter les arguments. 

77. Corollaire II. — Pour élever une expression imaginaire à 
une puissance de degré n, il suffît d’élever le module à cette puis- 
sance, et de multiplier l’argument par le degré n. 

En general on aurait donc, n étant entier et quelconque, 

x n = m" [cos nd -}- \/^ï sin nO] 

(cos 0 -{- V^t sin 0)“ = cos n6 -J- V~t sin nd 

Telle est la belle formule du géomètre français Moivrf.. 

Il suffirait en effet de poser dans le produit d’un nombre quel- 
conque d’imaginaires, 

X — x’ == x" = x'" 

m =» m' = m" — m'" 

0 = & = Q" = 0"' 



78. Division modulaire . — Soit la division 

x m (cos 0 -j- V/-1 sin 0 ) 

x w»'(cos 6' -f- sin ff) 

En multipliant, d’après la règle qui vient delre trouvée (n° 75), 
les deux termes de cette fraction par l’imaginaire cos & — V—i sin 0' , 
il viendra, en remarquant que sin*®’ cos 3 ®' = 1 , 



~ -- [cos (6—6') 4- \/=T sin (6—6') } 

x m 

C’est-à-dire que, pour diviser deux expressions imaginaires, il 
faut diviser les modules et retrancher les arguments. 

79. Corollaire. — On a 



1 

cos 6 -|- sin 6 



cos 6 — \/— 1 sin 0 
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En effet , si l'on multiplie le dividende et le diviseur par 
eos 8 — l/^ï sin 6, il viendra 



I cos 8 — V— i sin 6 

cos sin 8 “ co? 6-}- sin’0 ^ 

Mais on a vu (n° 72) si l’expression imaginaire diviseur dont l'ar- 
gument est 0, est primitivement 

x == a —J— b — i 
l'on a, m étant le module. 



a > 

COS 0 = ± — I 
' m I 

\ d’où cos’0 -|- sin’0 = a* -j- 6’ _ J 

sin 0 = ± — ( 

m J 

Le dénominateur du second membre de (1) est donc égal à 1, 
et par suite l’on a 



1 

cos 0 -{- sin 0 



= cos 0 — 1 sin 0 



c’est-à-dire que cos 0 -f V—t sin 0 et cos 0 — sin 0 sont 
inverses l’une de l'autre. 



80. Il reste à fixer la signification des expressions 

a x , sin ar 

log x , arc sin a: 

lorsque la variable x est imaginaire. Ces fonctions étaient, pour x 
réel, inverses l’une de l’autre, c’est-à-dire données par des opéra- 
tions inverses. 

II est nécessaire de présenter succinctement quelques propriétés 
analytiques fondamentales appartenant à la convergence des séries. 
Soit la série 



> C i In (I) 

et A la plus grande des limites réelles vers lesquelles converge 

n 

V / /„ lorsque n croit indéfiniment. 

81 . Théorème VI. — Cette série est convergente si A 1 . -A" 

Démonstration. — En donnant à n toutes les valeurs entières 
successives depuis 0, on aura, par définition de A, 

U < 1 , t, < A , f, < A* t. < A* 
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Et par suite 



* __ n 

£'•<£. A " 



d’où, en vertu de la formule sommatoire d’une progression facto- 
rielle, 

o * 

Or si A est plus grand que 1 , le second membre de cette éga- 

{ A n+I 

lité croit sans cesse, tandis que si A < 1 , la quantité - — — - 

1 — A 

converge vers la fraction ■ * : la série (1) est donc convergente 

dans le cas où A < 1 . 

82. Thêorèmü VII. — La série (1) est encore convergente si la plus 

grande valeur du rapport - 2 * î - est moindre que 1, lorsque n croit 

in 

indéfiniment. 

Démonstration. — D’après cette condition, et en donnant à x 
toutes les valeurs entières successives, à partir de 0, on aura, en 
désignant par r ce rapport 

. < r 



Î1 < k < k < r 



d'où 



t, < l a r 

t, < I, r 

U < U r 



in ln-i r 

Multipliant ces inégalités, membre à membre, d’abord les deux 
premières, puis les trois premières, les quatre premières, et ainsi de 
suite, il viendra : 

fi < 'o r 

< t. r' 

f, < ‘o r 1 



tn < t . r- 
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£'•<£ 



Lr n 



oti 






Effectuant la somme de la procession factorielle, on obtient 




1 — r"*' 
1 — r 



Le second membre de celte inégalité convergeant vers la limite 



finie- 

1 — r 



, si r < 1 lorsque n croit indéfiniment, on voit que la 



série proposée est convergente dans le même cas. 

83. Séries imaginaires. — Considérons actuellement la série, à 
termes imaginaires, 

’ V * U > K (1) 

On sait (n" 02) que, pour qu'une expression imaginaire converge 
vers zéro, il faut et il suffît qu'il en soit ainsi de son module. 

La convergence de (1) exige donc simultanément que 

1° Les modules de ses divers termes décroissent à mesure que n 
augmente. 

2" La somme de tous ses termes, à partir d'un certain terme, dé- 
croisse en-dessous de toute limite, à mesure que n augmente. 

Cette dernière condition ne sera satisfaite que si le module de 
celte somme va sans cesse en décroissant ; mais nous savons que 
(n° 63) le module de la somme de plusieurs types imaginaires est 
moindre que la somme des modules de ces types ; donc, si cette 
dernière somme eonverge vers une limite finie, c'est-à-dire si la 
somme des modules des termes de (1) forme une série convergente, 
la série imaginaire (1) est elle-même convergente. 

84. Les traités d’analyse différentielle ne justifient point l’appli- 
cation qu’ils font, au cas de l'imaginarité des variables, de certains 
développements qui n'ont été obtenus que pour des valeurs réelles 
des mêmes éléments. 

Cette lacune regrettable se fait principalement remarquer pour 
les séries de Taylor et de Maclaurin. 

Pour satisfaire aux besoins de celle dissertation nous établirons 
seulement ici que, 

Théorème VIII. — La formule de Maclaurin subsiste pour toute 
valeur réelle ou imaginaire de la variable ; et nous signalerons le 
cas où elle deviendrait illusoire. 



10 
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Démonstration. — Soit la fonction 

y = <p ( x ) = F (x) -f \Z~ t f ( x ) (1) 

Aux fonctions F(x) et f(x), par hypothèses continues, on pourra 
appliquer la formule de Maclaurin, pourvue de son termk-umite, et 
l’on aura, /x' et /x" étant moindres que 1 , 

F(*) = F(0) + x F'(0) H 1- =£1 F<*-)(0)+ f, F«V x) 

[n— IJ |»J 

/■(*) = m + ^ ao) +••••+ ^ ^ 

Donc 

y = <p = [F(0) + l/=ï fi 0)] + x [F(0) + v~t AO)] 

+ ^i 0 ) + v/=ÏA( 0 )]+---. 

• • • •+ [Si (°) + A-° (0)] 

+ ^[F‘«)(^x) + v^îr>(M"x)] j 

Mais il est évident que la composition (1) de y donne en général, 
n étant l’ordre d’une dérivation quelconque, 

<p(») ( X ) = F'" 1 (x) + /■<*> (x) 

Par suite l’expression (2) revient à : 

?(x) = <p(0) + * f(0) + ^ <P"(0) +• • • 

•••+ [ St ?< ^ ,>( 0 )+ S [f< * Vx)+ ' /:::ï /rw ° u " a!)1 c3) 

Si des valeurs , continuement et indéfiniment croissantes de n , fon t 
converger vers zéro chacune des expressions 

rf-v.) - grv'*) 

il est évident que l’expression 

^[FW( M 'x) + V^=i/’(- , 0*"*)] 

tendra aussi vers zéro; or, c’est ce qui se présentera toutes les fois 
que F <n) (fix) et f w (/x’x) conservent des valeurs finies. 
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Dans de pareilles conditions on a donc, x étant encore réel et n 
illimité, 

9 x = 9(0) + ~ <p<») ( 0 ) 

* t n J 

(-est là, comme on voit, la formule de Maclaurin. 

85. Supposons actuellement le cas où x est imaginaire et de la 
forme 



x “ m (cos 6 -j- (/ — j sin 6) 

le module m et l’argument 6 étant des quantités réelles, et soit la 
fonction 

y — <p (x) = <p [m (cos 6 \/~\ sin fl) ] ( 1 ) 

que l’on peut écrire, en représentant par F(»») et f(m) des fonc- 
tions réelles de m, 

y = «p (*) = F (m) + V~i f(m) (2) 

Supposons que la fonction y et ses dérivées, d'ordre au plus égal 
à n, soient continues pour toute valeur imaginaire dcac, dont le mo- 
dule m est compris entre o et k; F (m) et /(m) resteront continues 
entre ces mêmes limites, et l’on aura comme dans le paragraphe 
précédent : r 

P(») - F(0) + FV>, + g F'(0) + . . . . 



:-+iSiîï in “W+g^v») 

A m) = /(O) j f'( 0) -f g /»(0) + • • • • 

Tft n — * * 

et par suite 

[F(0) + V-y m + J [F(0) + i/rr r(0) j 

771 * 

+ TJ2 r(0)] H 

• ■ * * + [ F< "“ ) ( 0 ) + v=i /■<—> ( 0 )] 

m n 

i +M [I,>, (°) + v/ZÏ / rw (0)] 
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Mais de la relation 

9 [m (cos 8 -}- \/~\ sin 0 ) ] = F (ni) -f- \/~l f{m) 

on déduit, en prenant les dérivées de l’ordre (i) des deux membres, 
par rapport à m, 

[cos 8 -j- \/— i sin 0]‘ <p (i) [m (cos 8 -j- l/ 4 j sin 0)] 

— F»(m) + V~i fW( m ) 

Cette expression, existant par hypothèse pour toute valeur de m 
comprise entre octl:, il viendra, en y faisant m = o, 

[cos 0 + sin 8 ]‘ (j>«(0) == F ! °(0) -f V~\ /'<°( 0) ( 4 ) 

Celte dernière égalité, vraie depuis i — o, jusqu'à * = n inclusi- 
vement, permet de modifier la composition de ( 3 ) ainsi qu'il suit : 

T [»(cos 0 + l/=I sin 8)] - *0) + f '(0) 



+ 



m*(cos 0 -j- \/—i sin 0)* 

__ 



?"(«)+• 



... .+ »-(«.« + ± ?i»«r ^(o) 

[« 1 ] 

+ g [F*») (n'm) + l/=î 

ou bien évidemment , 

?(*)=» <P (°) + J ?' (°) ~\ 

. _l x "~' t-n (- 0 ^ 4 - — • 

' [n — 1] ^ ‘ [nj (cos 0 -|- V/— I s ' n 

Le nombre n de termes croissant donc indéfiniment, il est clair 
qu’aussi longtemps que les fonctions 

F<"> ( fi'm ) et fW (jï'ni) 

conserveront des valeurs finies, la fonction proposée pourra se dé- 
velopper suivant la loi 

<P (*) = «P (°) + j ?' (0) + £2 ?" (°) + 



On peut donc affirmer que 

Les développements fournis par la formule de Maclaurin , pour 
des valeurs réelles de la variable, sont encore vrais lorsque cette 
variable reçoit des valeurs imaginaires quelconques. 
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af 



75 



x x * loff 5 a 

a‘ = l +T loga + - n |- 



1.2.3 



log s a+- 



^=<+7 + 7^ + 



1 1 1.2 1 1.2.3 

. , , .. x’- . x 5 x* . 

log (®+l) = x — - + j+-- 



-2 ■■ 5 
X* 



sin x 



arc sin x 



1 1.2.5 1 1.2. 5. 4. 3 

x , x 5 , 3.5x r 



S 1 <3 



3.5.5.5x’ 



1 ' 1.2.3 ' 1.2. 3. 4. 3 1 1.2. 3. 4. 3. 6. 7 
x“ , x 1 x r ‘ 



Observation. — Dans t x si l’on pose x — 1, il vient 

e = 1 — 1 -t- -1- -1-. . • 

1.2 1 1 .2.3 ^ 

On sait que e est la base des logarithmes népériens; sa valeur 
fournie par cette suite numérique est 

e = 2,718281828439045235560287 

87. La loi fondamentale exponentielle imaginaire 

a x . a ÿ = a** 

est la conséquence immédiate de l'existence du développement de 
a*, dans lequel x étant quelconque on peut changer x en y et 
x en x-j-y, ce qui donnera 

X X * X * 

a” = 1 + j log a + -j-j log‘a + -j -^-3 >og 5 «+- > - 



a» = 1 



«*+»= 1 



~ '«g a + log 5 a -f log 5 a +• 



, *+y 



log a 



{x-\-y) s 



1.2 



log 5 a -i 



, M-i/)' 



1.2.3 



log 5 «4- 



Sous une forme plus explicite on a donc, 



zi/-i « i/-i _ 

O • Cl O 



x\f —ï y |/“I 

e . e 



J*+ïî 1 



Hl 
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88. Corollaire. — La série de Maclaurin donnant 
X X * x s 

‘■- , + ï + r. î + rr*+— 

que * soit réel ou imaginaire, nous sommes autorisés actuel- 
lement à y changer x en 8 l/^T et en — 8 l/^T ; on obtiendrait 
alors 



B' , 

1 — TS + 



0 * 



0 • 



= 



1.2 1 . 2 . 5.4 1 . 2 . 5 . 4 . 5. 6 



+• 



'. + (*- 



0 * 



e s 



+ 



e 5 



1.2.3 1 1 .2.3.4.» 



e /-! 



1 -— -f 

: n — 



9 4 



) l/-t 



0 6 



1.2 1 1 . 2 . 3. 4 1 . 2 . 3 . 4 . 5. 6 

e 5 e 5 



1.2.3 ‘ 1.2. 3. 4. 5 



)\Z=î 



En vertu des développements en séries (n°86) de sin x et de cos x, 
on peut écrire 

e et/ ~‘ <= cos 6 -f- l/^î sin B 
e -8i/-i — cos q — \Z~s. sin 6 




Par l'addition et par la soustraction de ces relations , membre à 
membre, on obtient 



cos B 
sin B 



e* \T=t _|_ 

2 

e 6 i/r? _ e - 6 1 /~ 
21/-1 



(B) 



Telles sont les formules de Jean Bernoulli, données pour la 
première fois par Eller, son élève. 

89. Théorème IX. — Toute expression imaginaire a-J-bl/^T peut 
prendre la forme e* + P 

Démonstration. — Par transformation trigonométrique dont l’ar- 
gument est y, et dont m est le module , posons 



m (cos y -f- [/— i sin y) «= a -f- b l/^t (1) 
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ce qui entraine nécessairement les égalités 

m — j/ n’-+-6* 
b 

sin y = — 

l/a’ + 6* 

a 

cos y = — — ■ 

|/ 0*4-6* 

dont l’une quelconque des deux dernières fournit la valeur de y. 
On a (n“* 87 et 88) 

e* + ? ^ =* e* . ef> ^ — e*(cos (3 -f l/=ï sin «) (2) 

Si l’on peut identifier les formes (1) et (2), il faut donc que 
e* cos (3 = m cos y 
e“ sin |3 = m sin y 
D’où l’on déduit aisément 

(e*)* = m ’ , et e* ■= 4- \/ a' -‘-b' 

Le signe + doit seul affecter la racine carrée de + attendu 
que cette racine doit être essentiellement positive. 

En passant aux logarithmes, et en adoptant log comme caracté- 
ristique logarithmique népérienne, il viendra donc 

« = i log (a*+b') (3) 

Comme e* *= m , il s'en suit que 

cos (3 = cos y , et sin (3 = sin y 

Par suite, si n désigne un nombre entier quelconque, positif ou 
négatif, on a 

0 = 2» TT— {—y f4) 

Et enfin, conformément à (5) et à (4), 

a-f b l/=ï = e > ,og < ‘‘ ,+V) + ^ (C) 

c.q.f.d. 

90. Logarithmes imaginaires. — La décomposition d’un type 
imaginaire, exécutée conformément à la loi précédente, conduit à 
dire que, dans le système népérien le logarithme de a-f b \/—ï est 
l'exposant de e dans la formule (C), (n° 89); on écrit consé- 
quemment 

log (a+b V~\) = î log («*-(-&*) -f (ânzi-fy) l/rf (D) 
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n pouvant recevoir toutes les valeurs entières positives et néga- 
tives, le logarithme de a-\-b \/— ï a un nombre illimité de valeurs. 

91. Si l'on suppose b -0, a pouvant être positif ou négatif , il vient 
en désignant par 

log (a) = { log (a)* -|- (2 nn + y) V~t 
Particularisons ces deux cas et soit d'abord 
1" a positif; les formules (n° 89) qui déterminent la valeur de y, 
apprennent qucy=0 ; donc, en désignant par k le nouveau nombre 
a, essentiellement positif, 

log (A:) = log k 2«/r \/~t 

les parenthèses entre lesquelles le nombre k sc trouve enfermé in- 
diquent que le logarithme doit pouvoir recevoir toutes les détermi- 
nations possibles, parmi lesquelles il n’y en a qu'une seule qui soit 
réelle, et que l'on obtient en faisant n — 0 

2" Soit a négatif et égal à — h, et les formules 

. b a 

sin y «= — e l cos y =« 

W-ft* S/ïf+if 

donnant y = t:, on obtient 

log ( — h) = log A -f r. V—\ 

ce qui prouve qu’une quantité négative n'a pas de logarithme réel. 
En faisant h = k ~ 1 , on trouve 

log (4-1)== 2» . rcl/IT] 
log (-1)=(2»+1)*K=Ï 

92. Les développements de A 1 et de e* prouvent que 

gllosA _ A 1 (i) 

Et disons que toute expression imaginaire a + (3 propre à 
vérifier l’égalité, 

= ( 2 ) 

est le logarithme imaginaire, pris dans le système dont la base est 
A, de «— |— 6 V/GT i. 

Dans (1) changeons x en a-j-| 3 \/~t, et il viendra 

e («rtf/=7j loiA = a^y—i (3) 

Les logarithmes népériens des deux membres de (3) donnent 
(a -j- fi V=î) log A ■= log (a -f- b V/^T) 
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. + f y=!- 

log A 

Adoptant la notation iog A pour désigner le logarithme pris dans 
le système A, d’un nombre quelconque, on aura 

D’où l’on conclut : 



Le logarithme, dans un système A, d’une quantité quelconque est 
le quotient du logarithme népérien de cette quantité par le logarithme 
népérien de la base A . 

93. Pour des systèmes dont les bases sont A et A' on aurait donc, 
par l’intermédiaire du système népérien , 

log (a-\-b \/^i) 



Iog A («+6 V — •) 

log/-(a+6 l/^ï) 



log A 

log (a +6 V~\) 
IogA' 



D’où , par division membre à membre, 

log A '(a-]-ù \Z~i) = log (a-\-b \/—{) 

On déterminera donc le rapport des logarithmes népériens des 
deux bases, en prenant pour dividende le logarithme de l’ancienne 
base, et l’on multipliera ce rapport par le logarithme, pris dans l’ an- 
cien système, de la quantité a -J- 6 l/— ï- 



11 
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TROISIÈME PARTIE 



i. 



DÉFINITION DE l’aLGKBRF. ; CARACTERE ESSENTIEL DE CETTE SCIENCE. 



Définition de l’Algèbre. — Deux grandes divisions de la science générale de l'éten- 
due. — Echelle unique continue des quantités tant positives que négatives. — 
Considérations sur les vices que présentent la plupart des traités d'Algèbre par 
l'adoption imprudente de postulalums et de nombreuses conventions littérales, 
indépendantes les unes des autres. — Correspondance immédiate, quant aux deux 
modes de génération de la grandeur, entre le concret et l’abstrait. 



94. Les deux parties précédentes ayant établi, d une manière 
complète, la signification des quantités algébriques, il est permis ac- 
tuellement de dire : 

L’Algèbre est la science des nombres dont l’expression anal g tique 
caractérise le mode et le sens de génération. 

Cette définition donne à cette partie des sciences mathématiques 
l’acception la plus large ; elle explique et justifie la qualification, si 
souvent critiquée, 

d 'A rithmétique universelle 

que Newton avait donnée à l’Algèbre : si l’Arithmétique est, en effet, 
la science des nombres considérés d’une manière absolue, c’est-à-dire 
abstraction faite de toute espèce de génération, l’Algèbre esl la science 
des nombres qui, pris dans le sens le plus général et le plus complet, 
déterminent et rappellent, par des signes conventionnels, le mode 
suivant lequel la grandeur a été formée. 

dette branche fondamentale se sépare ainsi très-nettement des 
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deux grandes subdivisions de la science générale de l’Etendue, 
savoir : 

1" La Géométrie c\m étudie les modifications diverses que peuvent 
produire les générations par translation et par rotation ; il est clair 
toutefois que les propriétés que l'on découvre sont obtenues en 
particularisant le développement linéaire ou angulaire. 

2“ La Géométrie Algorithmique qui isole chaque condition d'une 
question, et donne à ses solutions le caractère de la généralité la 
plus étendue, en appelant à son aide une réduction convenable du 
concret à l’abstrait. 

95. La dénomination de Géométrie analytique est des plus vi- 
cieuses, en ce que très-souvent, elle n’est qu'un contre-sens, très- 
apparent en présence de l'emploi qu'on en fait pour distinguer des 
procédés de calculs ou de démonstrations obtenues à l'aide des signes 
algébriques. 

La méthode synthétique est celle où par voie décomposition, ou 
de déduction continue, on établit une vérité élémentaire pour passer 
à d’autres plus complexes, qui ne sont que des transformations et 
des modifications successives delà première, pour finir ainsi par dé- 
montrer la proposition qui était l’objet des recherches. 

La méthode analytique procédant, au contraire, par décomposi- 
tion, détermine les relations qui découlent des éléments généraux 
d'une question ; elle examine ensuite comment ces relations se mo- 
difient, en vertu de certains états particuliers, supposés ou donnés, 
de ces mêmes éléments ; elle rencontre ainsi la vérité cherchée et 
souvent en voit surgir beaucoup d’autres de grande importance. On 
comprend, d'après cela, que l'on peut très-bien faire de l 'analyse 
avec des figures géométriques, et de la synthèse avec des figures al- 
gébriques; et souvent il arrive que des démonstrations décorées du 
nom d'analytiques sont au contraire, des démonstrations synthétiques. 

9G. On est donc parfois très-loin de la Géométrie dite analytique, 
alors que l'on a recours aux spéculations algébriques ; sans nous 
étendre davantage ici sur ce sujet, nous dirons cependant qu'il existe 
une Géométrie qui, sans abandonner le cachet delà synthèse la plus 
absolue, introduit les signes dans l'expression de ses calculs et de ses 
résultats: M. Chasles, en effet, dans son Traité de Géométrie supé- 
rieure établit et maintient la distinction essentielle entre les voies 
synthétique et analytique; il fait usage des signes de l’Algèbre sans 
dévier de la synthèse. A cet égard nous dirons seulement qu’il reste, 
en Géométrie générale, à séparer d'une manière absolue la partie ana- 
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lytique proprement dite de la partie synthétique ; la Géométrie élé- 
mentaire reeewo, sans doute, an certain développement, devenu 
indispensable dans l'état actuel de la science, mais la géométrie al- 
gorithmique, dégagée ainsi d'une foule d'entraves, étrangères à son 
esprit, développera des théories quelle a trop longtemps déjà aban- 
donnée à \' Analyse des calculs transcendants. 

Cet ordre d’idées domine l’exposition des traités que nous publie- 
rons, très-prochainement, sur la Géométrie élémentaire et sur la 
Géométrie algorithmique. 

97. La considération nécessaire des directions opposées suivant 
lesquelles la translation agit dans la formation des grandeurs, a in- 
troduit, comme nous l'avons vu, les notations propres aux quantités 
positives et aux quantités négatives. 

Il arrive sans cesse que l'Algèbre emploie des quantités qui, sous 
l’influence des variables dont elles dépendent, passent d'une manière 
continue , du positif au négatif. 

La continuité exige alors que la quantité, qui subit ces fluctuations, 
passe par l'origine de translation, en cessant d’exister à cet instant; 
et c’est pour caractériser analytiquement ce résultat que l'on emploie 
le signe 0 auquel il faut par conséquent se garder d’appliquer la si- 
gnification et le nom de nombre. 

Théorème. — Une quantité négative est relativement d’autant plus 
petite, que sa valeur absolue, ou arithmétique, est plus grande. 

1” Démonstration. Soit OAX le sens positif de translation, a ori- 

ÿ ^ 8 ine et supposons que 

l’on veuille transporter 
cette origine en A : soient deux points quelconque P et P' situés 
entre O et A, et posons 

AO = n , AP = a , PP' = , 

n, a et i exprimant les longueurs des droites AO, AP et PP' en 
fonction d'une unité linéaire quelconque on a évidemment, 

OP' < OP 

OA — AP' < OA — AP 
OA — (AP -f PP ) < OA - AP 

ou encore 



n — (a -f- *) < n — x 

que l’on jieut d’ailleurs écrire, en se fondant sur la règle d’addition, 
n +[ — 0 * + 0 ] <» + [—*] 
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El pour satisfaire à cette inégalité, il faut que 

— (« + *)< — cl ( 1 ) 

Cette dernière relation, qui établit le théorème proposé, subsiste 
encore lorsque l’on suppose a nul, puisqu'aulieu de OP' < O P, 




d’aucun signe) que — i < o. 



2™* Démonstration. Considérant les nombres négatifs comme 
restes d’une soustraction a — b dans laquelle le diminueur est plus 
grand que le diminuende, et supposant que a étant constant, b soit 
au contraire variable, il est clair que plus le diminueur b augmente, 
plus le reste diminuera ; pour b > a on peut donner au reste la forme 
explicite d’une quantité négative, en écrivant 
reste = — (b — a) 

Dès lors il devient évident que, ce reste décroissant lorsque b aug- 
mente, tout nombre négatif est d'autant plus grand que su valeur 
absolue numérique est moindre. 

5 m ' Démonstration . Au point de vue philosophique on peut dire: 

La formation ou la composition des grandeurs étant dénotée par 
le signe + , la déformation, dénoncée par le signe — , sera d’autant 
plus grande et plus puissante qu’il y aura d’éléments, d’unités sur 
lesquelles la décomposition aura porté. 

La quantité — (a h i ) indique donc une déformation plus com- 
plète que la quantité — ( a ) ; et comme la grandeur diminue à me- 
sure que la décomposition agit sur un plus grand nombre d’unités, 
la relation (1) devient manifeste. 

98. Les quantités négatives entières forment donc, en vertu de 
(1) et (2) la suite croissante 

— n, — (n — 1), — (n — 2 ) , — 5, - 2, — ! 

Et il est bon de remarquer que 0 est la limite supérieure de cette 
suite, mais que cette limite ne peut jamais être atteinte. 

De sorte que les quantités positives et négatives fournissent le- 
chelle suivante continue et graduelle, dans laquelle t) est la limite 
inférieure des premières et la limite supérieure des dernières : 

(u— [-1 ), ti,.... o, 2, 1 ,0, — J— 1 , — j — 2 , — | — o -J-ji , — | — — | — 1 ^ 

99. Par diverses démonstrations directes du théorème précédent 
nous permettons d’éviter, selon les divers points de vue auxquels on 
peut se placer, l’écueil contre lequel sont venus se briser les auteurs 
des meilleurs traités d’Algèbre : MM. Lcfcbure de Fourcy, Mayer et 
Choquet, J. Bertrand multiplient les conventions sans nécessité, et 
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exposent souvent ainsi l’élève à beaucoup de dangers, dont le moin- 
dre est quelquefois le dégoût, toujours l’obscurité et le doute. 

Malgré notre profonde estime pour ces savants traités, qu'il nous 
soit permis de signaler quelques passages afin de montrer combien 
est réel le reproche que nous venons de formuler. 

M. Lefébure s’exprime ainsi : (Leçons (F Algèbre, G me édit., p. 10). 
« Parce que les valeurs négatives viennent à la suite des nombres 
« positifs décroissants 3, 2, 1 , 0, on convient de les regarder comme 
« plus petits que zéro ; et parce que les quantités négatives qui ont 
« une valeur absolue plus considérable viennent après celles qui 
« ont une valeur absolument moindre, on les regarde aussi comme 
« plus petites que ces dernières, etc. » 

Dans le Traité élémentaire d’ Algèbre de MM. Mayer et Cboquet, 
on lit à la page 20 de la cinquième édition, 

« Si d’un nombre tel que 10, par exemple, on retranche succes- 

« sivement les nombres 1,2, 3, 4 10, on obtiendra d'a- 

« bord des restes positifs de plus en plus petits, puis on parviendra 
« à un reste nul ; et en continuant à soustraire du même nombre 10 

« les nombres 11, 12, 13, 14, on produira les quantités 

« négatives — I , — 2, — 3, On dit par celte raison, que les 

« quantités négatives doivent être rf.c vrdées comme étant plus petites 
• que zéro, et d’autant plus petites que leurs valeurs sont plus gran- 
« des. Ce n’est là, du reste, qu’une convention, ou plutôt une forme 
« de langage dont futilité sera appréciée par la suite. 

Chez M. Bertrand, (Algèbre, page 9), on trouve : 

« La forme des résultats précédents peut se simplifier à l'aide 
« d’une convention très-utile en Algèbre, qui consiste à regarder 
« tous les termes d’un poli nome comme ajoutés les uns aux autres, 
« en nommant nombres négatifs ceux qui sont précédés du signe — . 
« Par exemple, on regardera la différence « — b comme résultat 
« de l’addition de a avec — 6, 

a — b=a-\-( — 6) (1) 

« L’expression isolée ( — b ) n’acquiert, pour cela aucune signili- 
« cation, seulement on dit ajouter — b au lieu de dire retrancher b. 
« On convient de même que retrancher — b signifie ajouter b. 
a — ( — b)= a -j- b 

« 11 serait absurde de chercher à démontrer les formules (1) et (2): 
« les débilitions ne se démontrent pas. 

Nous reconnaissons que le moyen imaginé par M. Bertrand est 
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simple et facile, mais il faut bien avouer aussi qu'aucune explication 
des règles d’addition et de soustraction, ne pourrait être moins sa- 
tisfaisante. 

En principe général, et au point de vue rigoureusement scientifique, 
nous déclarons que les conventions et les postulations constituent 
un vice de doctrine: des notations sont souvent nécessaires, mais 
ces notations, qui ne sont pas du genre des conventions de MM. Lefé- 
bure, Mayer, Choquet, Bertrand, ne peuvent porter sur la naître 
des grandeurs ; et des conventions ne doivent d’ailleurs être reçues 
que si elles sont sans influence sur les résultats. 

C’est précisément contre ce dernier principe rigoureux que pèchent 
les conventions additives et soustractives de M. Bertrand. 

Nous pourrions encore incriminer bien d’autres manières de voir 
de ce savant, entr’autres son établissement, conventionnel encore, de 
la règle des signes dans lu multiplication, puis sa théorie des imagi- 
naires ; mais nous avons voulu en relevant ici quelques erreurs 
graves, faire aussi comprendre par quelques citations, combien il 
est dangereux d'admettre aveuglément certaines productions dues à 
des hommes qui, à juste titre, font autorité dans la science. 

Avec un ensemble de pareilles conventions, dont les opposées se- 
raient il faut bien l’avouer tout aussi admissibles, que deviendrait 
l’exactitude et la rigueur mathématique ? En général on peut dire 
qu'une science est mal établie dès que l’on doit recourir à un écha- 
faudage de conventions indépendantes les unes des autres, et pouvant 
modifier la nature ou la valeur des résultats. 

100. Lefécond principe des signes de Descartes a donne à l'analyse 
supérieure une généralité et unepuissance inconnues auparavant. — 
Mais Descartes a-t-il signalé la cause philosophique primitive de sa 
nouvelle loi, et a-t-il vu dans celte loi, transmise par lui comme 
simple convention, autre chose que la consécration du fait de la si- 
multanéité des oppositions de directions et de signes dans l’ordre con- 
cret et dans l’ordre abstrait? 

Nous croyons pouvoir répondre négativement à ccs questions et 
direqu’wne révolution radicale et complète eut changé la constitution 
philosophique du vaste ensemble mathématique, si l’on s’était tout 
d’abord élevé jusqu’à l’idée première de la génération des grandeurs : 
La Géométrie de position de Carnot n’eut dès lors pas vu le jour, 
parce que sa raison d’ètre disparaissait en présence de la grande gé- 
néralité qu’eut acquise immédiatement la Géométrie ordinaire et élé- 
mentaire. 
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M. Chasles s’étonne qu’on n'ait pas avant lui, étendu à la Géomé- 
trie pure, l’usage du principe des signes de Descartes, et l’on voit 
ainsi que l’ordre d’idées, où nous sommes placgt est aussi celui qui 
a inspiré à ce savant sa Géométrie supérieure avec laquelle s’ouvre 
une Ere scientifique nouvelle; seulement nous allons plus loin que 
M. Chasles et nous déclarons qu'il ne suffit pas, dans l’ordre concret 
de tenir compte d’un seul mode de génération, qu’il faut encore in- 
troduire explicitement le second mode angulaire génératif, et enfin 
qu’il est indispensable de donner pour base à l’Algèbre la correspon- 
dance immédiate dans ces deix modes entre le concret et l’abstrait. 

Dans un travail précédent (*) nous avons établi cette correspon- 
dance pour les Calculs transcendants: la science mathématique se 
trouve ainsi reliée dans toute son étendue par une seule et unique 
conception, et permet dès lors dans un ordre quelconque de spécula- 
tions, sans conventions ni paradoxes, le passage du concret à l’abs- 
trait. 



(•) Voir notre Dissertation sur les vrais principes dis Calculs transcendants.— 
Liège. — H. Dessain. — Octobre 1800. 
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DUALITÉ BU SENS BANS LES QUESTIONS ü’aLGÉBIIK. — SYMBOLES. 



Impossibilité de la solution d'un problème. — Questions d’un même genre, 
dont les directions de quelques éléments sont différentes ; caractère spécial 
de l'équation générale d’un tel ordre de questions. — Signification et Traie 

valeur des symboles - , ^ ^ ± 0 . ® , oo ± oo ; o> . oo ; 0° , ao° ; «*; 

a u u w 

I *«; o ±M . — Limite vers laquelle converge la somme des termes d'une pro- 
gression factorielle décroissante, à mesure que le nombre des termes devient 
de plus en plus grand. — Dualité imaginaire ou de rotation. 



101. De la signification restreinte incomplète et fausse attribuée 
jusqu’aujourd'hui aux signes -f- et — , et lorsque l'inconnue d’une 
question représente des grandeurs à déterminer, on a cru pouvoir 
dire que les solutions négatives n’exprimaient aucune grandeur ; dès 
lors on rejetait ces solutions en les considérant comme des sym- 
boles d’impossibilité. 

Des questions desimpic arithmétique ont, sans nul doute, donné 
naissance à l’Algèbre : c’est du reste ce que semblent prouver ces 
exercices anciens, ou espèces de défis, où l'on proposait de deviner 
des nombres auxquels on avait fait subir mentalement certaines 
transformations. Les nombres pensésétant ainsi essentiellement po- 
sitifs, on ne trouvait que des solutions positives ; et si parfois il s’en 
produisait qui fussent négatives on les proclamait des racines fausses : 
de là cette qualification de symbole d’impossibilité appliquée à ces 
fausses solutions, dont le nom malheureux est encore employé par 
Descartes, qui avait cependant reconnu le vice d'une semblable 
dénomination. 

Toutefois dans une foule de circonstances, il était évident que 
eette prétendue impossibilité ne pouvait être soutenue, et l’on était 
réduit à discuter ou plutôt à interpréter ces solutions. 

12 
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102. Il est important de se faire une juste idée de ce que l'on 
doit entendre par impossibilité d’une solution. 

Une équation est l’expression analytique des liaisons qui existent 
entre les données positives ou négatives et les inconnues, et si les ra- 
cines sont ou doiventétre regardées comme inadmissibles, c’est qu’é- 
videmment les conditions du problème ne sont pas compatibles 
entr’elles: on est suffisamment instruit alors et la question doit être 
abandonnée comme absurde, en se gardant, à l’exemple de tous les 
autres, de faire subir à l’énoncé des modifications plus ou moins 
profondes dont aucune n’a sa raison d’être, et dont aucune n’est ni 
utile ni nécessaire. 

Les solutions négatives n’ont pas seules le privilège d’être parfois 
un signe d’impossibilité, et les solutions positives ne présentent sou- 
vent aussi aucun sens possible: il se peut à priori, que les inconnues 
doiventétre ou entières, ou comprises entre certaines limites suffi- 
samment définies et déterminées par l'énoncé ; dès lors si les ra- 
cines de l'équation, bien que positives ou négatives, ne satisfont pas 
à ces conditions, la question n’a pas de sens acceptable. 

Le plus souvent aucune de ces deux grandes conditions n’exprime 
l’état des racines : dès lors le signe (-)-) d’une racine (-f- a) ex- 
primera que cette solution se compose de a unités, dont la direction 
de translation est précisément celle que l’on avait d'abord adoptée 
hypothétiquement ; tandis que le signe ( — ■) d’une racine ( — a) or- 
donnerait de compter les a unités dons un sens inverse. 

105. Théorème I. — Lorsque deux questions ne diffèrent que par 
les directions de certains éléments, soient connus, soient inconnus, 
leurs équations ne di/fèrent que par les signes des éléments analy- 
tiques correspondants. 

Démonstration. — Une équation doit être considérée comme 
expression d’égalité entre deux quantités ou grandeurs Q et Q', dont 
l’énoncé de la question doit toujours , à moins d’incompatibilité , 
rendre possible l’existence simultanée; quant aux éléments de Q et 
Q', ils sont fournis directement par ce même énoncé. 

Il est donc clair que, si certains de ces éléments viennent à chan- 
ger de direction, les changements introduits dans les expressions de 
Q et de Q’ ne proviendront que des changements de signes des clé- 
ments qui, par rapport à la question primitive, ont changé de di- 
rection : en effet ces changements peuvent modifier les expres- 
sions numériques de Q et de Q', mais sont évidemment incapables 
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d’altérer la sature concrète des grandeurs que Q et Q' repré- 
sentent. 

La nouvelle équation s’obtiendra donc en changeant, dans la 
première, les signes de tous les éléments dont les directions sont 
renversées : il faut remarquer que, dans ces modifications, les puis- 
sances de degrés pairs conservent leurs signes, tandis que celle 
de degrés impairs prennent seules des signes différents. 

104. Corollaire I. — Lorsque deux équations ne diffèrent que 
par les signes d’une ou de plusieurs inconnues, les racines cor- 
respondantes, numériquement égales deux à deux, ne diffèrent algé- 
briquement que par le signe. 

1" Démonstration. — Analytiquement cette vérité est facile à 
mettre en évidence. 

Soient les deux équations données , 

f(x,y) = 0 (1) 

/■( — x, — y) = 0 (2) 

qui renferment deux inconnues, et qui existent simultanément ; si 
l’on change 

x en — x 

y en —y' 

ces deux équations rentreront l’une dans l’autre, puisqu’elles ne dif- 
féreront que par le changement de x en x' et de y en y, par suite si 

x — q: a 

est racine de l’équation (1), on peut affirmer que les valeurs conju- 
guées 

x = ± a 

sont racines de lcquation (2), que l’on obtient en changeant dans 
(1) les signes de x et de y. 

2 m " Démonstration. — Cela résulte immédiatement du théorème 
qui vient d’étre établi, car ces inconnues sont aussi des éléments 
de la question proposée, et puisque l’équation est la traduction 
analytique des conditions simultanées de cette question, les chan- 
gements de signes imposés aux inconnues ou à quelques-unes d’en- 
tr’elles, répondent à des renversements de direction pourles éléments 
inconnus correspondants, sans altération de la valeur numérique. 
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105. Corollaire II. — Les deux équations 

f(x,y,z ) = 0 et fx(—,—y,—z ) = 0 

sont toujours simultanées. 
ou en d'autres termes encore : 

On obtient encore une équation, si l’on chanye les signes des 
diverses inconnues d’une équation donnée. 

106. Tout renversement de direction dans quelques-uns des élé- 
ments connus ou inconnus d'une question, se traduisant analyti- 
quement par un changement de signe des quantités algébriques 
correspondantes, il est permis de déduire de ce qui précède, cette 
propriété générale : 

Théorème II. — L’Equation et la formule-racine, expression im- 
médiate des valeurs d’une inconnue, reçoivent en même temps di- 
verses modifications qui, portant sur les signes, sont sans influence 
sur la composition analytique. 

Par suite aussi : 

Théorème III. — Si plusieurs questions ne diffèrent que par les 
directions de certains éléments, les équations qui leur appartiennent 
ne diffèrent que par les signes des quantités qui représentent ces élé- 
ments ; de sorte alors qu’mr. seule équation suffit comme solution 
complète ; de plus cette équation générale se particularise ensuite 
pour chacune des modifications delà question, en tenant compte, par 
des changements de signes, des renversements qui seraient survenus 
dans les directions de certains éléments de la question primitive. 

Dans la mise en équation, on aura donc désormais à distinguer 
un sens unitaire de translation : on introduira ainsi des quantités 
positives et négatives qui donneront à la solution une complète gé- 
néralité en permettant son appropriation à toute altération qui , 
dans la question proposée, n’afleetera que la direction des élé- 
ments. 

107. Après avoir déterminé à priori, comme il vient d’èlrc fait 
plus haut, la signification rationnelle et immédiate des solutions 
positives et négatives , mettons en évidence, à laide d’un exemple 
appartenant au domaine ordinaire de l'Enseignement, l’utilité des 
propriétés générales qui viennent d’ètre établies. 

Problème. — Deux mobiles M et M’ se meuvent uniformément sur 
une droite indéfinie avec des vitesses données m et m' ; entre les ins- 
tants où l’un M passe par un point A, et où l’autre M' passe en un 
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certain autre point B déterminé, il y a une différence de h unités de 
temps. On connaît la distance d des points A et B et l’on demande 
de déterminer la position du point de rencontre des mobiles dans ce 
mouvement. 

Remarquons d'abord, quant à la signification du problème, que 
d’une part l’on n’indique pas dans quel sens les mobiles se meuvent, 
et que d’autre part, on ne précise nullement quel est celui de ces 
mobiles qui passe d’abord par le point qui lui est assigné sur la ligne 
du mouvement ; enfin l’énoncé ne se prononce pas davantage sur la 
relation d égalité ou d’inégalité qui existe entre les vitesses m et m'. 

Solution . — Le problème qui nous est ainsi présenté est donc un 
problème général dont la solution ne peut être abordée qu’en par- 
ticularisant ses divers éléments : 1° nous supposerons, par exemple, 

m v que »t>m' lesmo- 

X , Y biles sc meuvent 

d ® dans le même sens 

x y, et que M passe en A avant que M' ne passe en B. 

Soit M'R la distance inconnue x du point B au point R de ren- 
contre qui, dans ce cas, est situé à droite du point B. 

L’équation doit traduire le fait évident de légalité des temps em- 
ployés par M et M' pour parcourir les distances du point R à des 
points où ces mobiles se trouvaient antérieurement au même instant. 
La distance 

AR = d x 

exige pour être parcourue par M, un temps t fourni par la for- 
mule, 

d x 



( = 



m 



tandis que le chemin BR est parcouru par M' en un temps t ' , 
donné par, 

t—*r 

m 

Une différence de h unités de temps existant, d après 1 énoncé, 
entre t et ( , on obtient lequation, 

ni 



m m 



d’où 

qui résout le problème suivant : 



x — 



, (d— mh) 



(i) 
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Deux mobiles M et M' se meuvent uniformément et dans le même 
sens sur une droite indéfinie XY avec des vitesses respectives in et m' 
telles que m est supérieur à m' : sachant que le passage de M en un 
point donné A a lieu h imités de temps avant le passage de M' en un 
autre point B donné, dont la distance à A est représentée par cl, on 
demande en quel point de XY se fait la rencontre. 

Selon que d — mh est positif ou négatif, la valeur de x est elle- 
même positive ou négative : dans le premier cas, le point de ren- 
contre est situé à droite du point B ; dans le second , à gauche 
(n° 104) de ce même point. 

2“ Si le passage de M en A se fait h unités de temps après celui de 
M' en B, il suffit de changer dans ( 1 ) le signe de h ; on obtient 

— - — h, d’où x= — — — (d-j-mh) (2) 

m m m — m 

3" Si m < m' , les équations (1) et (2) deviennent 

x— — ^ — (mh — d) (1') 

m — m 

x = -, (mli-\-d) (2') 

m — m 



Et l’on conçoit que l’équation (1') donne un point H, situé à droite 
ou à gauche de B, selon que mh est plus grand ou plus petit que 
d ; tandis que (2'), qui est toujours négative, aura un point de ren- 
contre qui est à la gauche de B. 

4° Si les mobiles M et M' se meuvent en sens contraire, leurs vi- 
tesses m et nï doivent être de signes différents et les équations (1 ) et 
(2) deviennent 



d-\-x 


x 


m 


m 


x 


x 


m 





d’où 

d’où 




m-j-m 



- (mh — d) 



t-j-WJ 



7 (Wi/i+tf) 



( 1 .) 

( 2 .) 



On comprend que (1,) indique un point situé à droite ou à 
gauche de B, suivant que mh est supérieur ou inférieur à d ; de 
plus (2,), ne donnant jamais que des valeurs négatives, montre que 
-4 la rencontre a lieu à gauche de B. 
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DES SYMBOLES. 

108. En considérant les cas où m = m ' , on aura 
m ( d — m h) 

x " —o < f -> 

m'(d + mh ) 

0 W 

(!■,) 

« — (»,) 

En général el lorsque mh ^ 'I , ces esprrssions sont delà forme 



D’autre part , si mh = d on obtient des quantités fractionnaires 
dont les deux termes sont simultanément nuis, et dont le type est 

0 

5 <*> 

Les expressions (a) et (jî), conséquences immédiates et nécessaires 
de la généralité attribuée à l’équation d’une question , n’offrent par 
elles-mêmes aucun sens, et leur interprétation est d’une indispen- 
sable nécessité : ce sont là les deux premiers symboles analytiques 
dont nous avons à nous occuper. 

109. Des symboles - et - . — Considérons une fraction 
J a 0 0 



dont les deux termes sont des quantités quelconques, fonctions d’une 
ou de plusieurs variables; admettons de plus qu’entre P et Q il 
existe un plus grand commun diviseur D, pour lequel 

P = p I) 

Q = 9Q 

d’où 

, P D p 

f =jT) = q’ e< fq = V 
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[.a recherche de D est souvent très-pénible et donne lieu à des 
calculs qui deviennent bien longs pour des fonctions qui ne sont pas 
même bien compliquées : nous établirons bientôt un procédé qui 

P I* 

permet de trouver immédiatement la valeur — de — 

<i Q 

Actuellement, remarquons que quelques-uns des facteurs, dont se 
compose généralement la quantité D, pourraient devenir simulta- 
nément nuis, par suite de valeurs particulières assignées aux va- 
riables; on aurait dès lors, 



f- 



0 

ü 



tandis qu'en désignant par p' et q' les valeurs, acquises en cet ins- 
tant par p et q, on devrait avoir 




La forme —-n'est donc évidemment ici rien autre chose qu un 

accident algébrique, et ne constitue qu’un embarras momentané que 
l’on éviterait toujours en réduisant la fraction proposée à sa plus 
simple expression, inconvénient qu'il s’agira plus tard d'éviter. 



P • 

Considérons plus spécialement la forme réduite — dont la déter- 



mination particulière est^-, 

9 

La fraction peut se présenter dans différentes circonstances. 
1" cas. Le numérateur p 'est seul nul, c’est-à-dire que 




d’où f . q' = 0 



Le produit de deux facteurs dont f un q' est diffèrent de zéro ne 
pouvant être nul que si l'autre facteur est nul lui-même, on aura 
f — 0 ; d'où 
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1 10. i2 m * cas. Le dénominateur q' est seul nul, ce qui donne la 
forme 

f = ^ . d ’oà f ■ 0 = p' 

Mais dès que l'un des facteurs d'un produit f. 0 est nul, le 
produit doit être nul : aucune valeur attribuée à f ne peut, par suite, 
donner p' pour produit, et l’on est forcé de proclamer Y impossibilité 
du facteur f. 

Enonçons donc, à titre de principe : 

Toute quantité qui se présente sous la forme d’une fraction dont 
le dénominateur est nul, est le symbole de /'impossibilité. 

Recherchons maintenant la cause de cette impossibilité. 

Lorsque, dans une fraction, le numérateur est constant, et que 
le dénominateur variable décroit sans cesse continuement, en tendant 
indéfiniment vers zéro, il est clair que la valeur de la fraction croit 
continuement, et qu’il est aussi impossible d'assigner une limite à cet 
accroissement de valeur de la fraction, qu’il est impossible d’arriver 
à l’extrême petitesse du dénominateur. 

Le quotient que représente cette fraction est donc impossible par 
suite d’accroissement illimité : il est encore impossible, parce que le 
dénominateur, qui est le diviseur delà division correspondante, peut 
être conçu exprimant la valeur des parties égales dans lesquelles doit 
être partagé le numérateur; le quotient étant alors la quotité des 
parties égales, ainsi définies, ce serait une véritable aberration d’in- 
telligence que de voir dans ce quotient un nombre plus grand que 
tout nombre imaginable. D’ailleurs il ne faut jamais perdre de vue, 
sous peine de s'égarer dans les nuages d’une métaphysique incohé- 
rente, que 

Les mathématiques étudient les grandeurs aux seuls ]>oinls de rue 
de la valeur, de la forme et de la position, et que toute spéculation 
mathématique est interdite a piuobi si la comparaison à l’unité con- 
duit à un résultat qu'il est impossible de définir numériquement : 
toutes les fois qu'une quantité n'est pas susceptible de génération par 
voie d'addition de ses parties, elle ne peut donner lieu à une évalua- 
tion quelconque dont il soit possible de déduire un nombre; les 
mathématiques s'arrêtent alors que cesse forcément la conception de 
la mesure des grandeurs. 

C’est donc une hérésie de s'exprimer ainsi 
a 

est un SOMBRF. infiniment granii. 

lô 
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En effet nous venons de prouver, en partant des idées fonda- 
mentales les plus simples que ce prétendu nombre n’existe pas. 

Que l’on dise ^ est le symbole de I'infini, nous voulons bien le to- 
lérer, si, restant complètement en dehors de la monstrueuse idée de 
l'existence de l'infini, on regarde dans celte locution les expressions 
infini et impossible comme synonymes. 

On est convenu de représenleranalyliquement le symbole-^ par 
le signe oo, et d’écrire ainsi 



a 




111. 3"” cas. — Le numérateur P et le dénominateur Q peuvent 
être Nias siMCi.TANf.MF.NT, ce qui donne 



En général on a 

par suite et dans ce cas, 

Or dès que l’un des facteurs d’un produit f. 0 est nul, le produit 
l’est également, quelle que soit du reste la valeur numérique ou algé- 
brique : il est donc clair que f peut recevoir toutes les valeurs ima - 
ginables sans que cette dernière égalité cesse d elre satisfaite, et c’est 

précisément ce qui a fait dire que l’expression f= -jj est le symbole 

de l’indétermination. 

Toutefois il faudrait se garder de proclamer cette indétermination 
toutes les fois que, pour une valeur déterminée a de la variable x on 
aurait a la fois , 

P. = 0 et Q„ = 0 

car il se pourrait que x = a rendit nul le plus grand commun di- 
viseur D entre P et Q, sans donner en même temps (n“ 109), 

et q. — 0 



f-Q=P 

f. 0 = 0 
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Si pareille circonstance se présentait, comme il est évident que 

' Q qV q 

on aurait à simplifier par D la fraction proposée , et à prendre pour 
vraie valeur cherchée, celle que l’on obtient en faisant x = a dans 
p et q ; on trouverait ainsi, 




et l’on comprend que cette fraction peut être numérique, nulle ou 
infinie. 

0 

112. Vraie valeur des fonctions qui se présentent sous la forme ^ . 

Supposons que P et Q soient des fonctions, gp(a?) et ip(x), d’une 
même variable ce, et s’évanouissent en même temps pour cc=a; sup- 
posons de plus, afin que la règle que nous allons trouver ait toute 
la généralité possible, que les n premières dérivées de même ordre 
de P et de Q soient aussi et à la fois nulles pour cette même valeur 
particulière a de x. 

En représentant par h un accroissement très-petit, qui converge 
eontinuement vers zéro, on aura (*), p étant une quantité plus petite 
que 1 , 

*(«+*) _<«">(« + /**) 

V' C " + ‘ > (<»+/**) 

Faisant maintenant A = 0, il vient: 

, <i> («) 

= tp (a) ^/ ( " +, >(a) 

De là résulte ce théorème : 

Le rapport de deux fonctions s’évanouissant en même temps pour 
une certaine valeur attribuée à la variable, est égal au rapport des 
valeurs acquises respectivement par les deux premières dérivées de 
même ordre, qui cessent de s’évanouir à la fois. 

Si une seule des dérivées de l’ordre n 1 s’évanouit encore, la 
vraie valeur de la fraction sera l’une des suivantes : 

0 

l !>< n+, >(a) 
cp(*+‘>(a) 

' ” 0 

(') Voyez notre Traits d'Alcébre. (Calcul des dérivées, formule de Taylor). 
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On voit donc (n° 109) que/ est alors nul, et (n“ 110) que f est 
impossible on infini. 

Si n = 0, ce qui signifie que les dérivées premières ç>' (x) et xp' (x) 
ne sont pas nulles chacune pour x — a, on aura : 



<p (a) y (a) 
%P(a) t p\a) 



y (x) 

113. Du symbole — Si les deux termes de la fraction ^ ^ — 
deviennent infinis pour x — a, on obtient la nouvelle expression 

„ y («) 



xp(a) 



99 

QG 



h laquelle on peut donner la forme, 

f= m 

y (a ) 



Et comme et sont nuis dès l’instant que q>(a) et xJj(a) 

q> a xp a -i r \ t \ s 

sont infinis , il est clair que le symbole || revient à ^ , et qu’en 

vertu de cette dernière forme, on aura pour vraie valeur de F, par 
dérivation de ses deux termes : 

!_ v («) 

P 9 V'(a) . V>' (a) y‘(g) 

V'(o) _ 1 _ y' (a) y' (a) y* (a) 

y («) y’(«) 

d’où 

y (a) = y' (a) 

xp (a) t//' (o) 

conséquemment la propriété dérivalrice (n° 112) est encore appli- 
cable au cas où les deux termes d’une fraction sont simultanément 
infinis. 

114. Il pourrait se faire que toutes les dérivées de même rang 
fussent en même temps ou nulles, ou infinies pour x = n ; dans 
ce cas on sera réduit à déterminer par des artifices de décompo- 
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sition algébrique, le plus grand commun diviseur qui pourrait 
exister entre les deux termes de la fraction. 

Cette circonstance se présente, par exemple, dans 

V~x — Va- f- 2 V x — a 
Vx' — a* 

fraetion dont les deux termes sont nuis pour x «= a, et dont les 
dérivées de même ordre de ces termes sont infinies pour celte 
valeur particulière de la variable. 

En regardant x — a comme étant la différence de deux carrés, on 
pourra écrire 

V~x — V a -j- 2 \/ (V x -j -Va )(V x — Va) 

V' (*+«)(V / x -j-V a ){V~x — V a ) 

Si l’on dégage en numérateur et en dénominateur le facteur 
v V x — Va, il viendra : 

f __ |/ V~x—V~a + 2 |/ VT -f Vif 
x-{-a)(V~x -f- \Sâ) 

cl actuellement si l’on fait x = a, on trouve pour vraie valeur , 

2|/ iV~â 2_ 

V -la . 21/T VÜÏâ 

11b. Uu symbole O.oo . — Si le produit 
P“ q> (x) .¥ (x) 

prend la forme 0. oo, par suite de ce que la valeur x = o, donne 
ç>(a)=0 et F(a)= oo 
on pourra transformer le produit p comme suit, 

g> O) F (») 

P 1 = 1 

F (x) <p(x) 

et il est clair que la quantité p, considérée sous l'une ou sous l'autre 
de ces deux dernières formes fractionnaires , revient à l'un ou à 

0 QD 

l’autre des symboles et 

0 00 
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H 6. Du symbole oo ± oc. — Soit la fonction 
s => 9>( x ) * 9 ( x ) 

qui fournit 

s a — q)(à)db i p(a) = oo ± oo 

Il s'agit de déterminer s„ ; à cet effet transformons comme suit 
l'expression fonctionnelle s, 

9 * ( x )— 

9 ( x )—9 ( x ) 

Si l’on divise les deux termes de cette fraction par le produit 
if (oo ) . x p' (oo) des carrés des fonctions données, il vient 

1 1 



s=y(x) ± xp(x) • 



s—(p(x)±xp(x) 



Xp*X Ç»’(x) 



s = yiu) 



1 


1 


9 (x).xp'(x) 


xp(x)- 9 \x) 


îduit dès lors à, 




1 


1 


xp\a) 


9* (a) 


1 


1 



<p(a).xp'a xp(a).<p\a) 



et par suite 

0 

S = 00 ± CO = — 

y \\7. Du symbole oo . oo.— Lorsque le produit <p (x) .xp (x) 
peut, pour x = a, affecter la forme oo . oo, on trouvera aisément, 

<p( a) . xp («) — oo . ce = oo 

il suffirait en effet, pour rendre cette vérité évidente, d écrire 

<p(x).xpx = — — - — — 

9 ( x ) 9 ( x ) 

118. Des symboles 0°, oo° p oc" Soit l'exponentielle 

q =9(x)*™ 

Pour des valeurs particulières dex, on conçoit que celte fonction 
puisse prendre les formes, 0°, oo°, oc* : dès lors il devient néces- 
saire de rechercher les vraies valeurs de ces nouvelles expressions 
symboliques. 
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Le passage aux logarithmes fournit aisément, e étant la base né- 
périenne, 

log ep (oc) f (ac ' = (x) . log ep ( x ) 

, . 'p (x) ^(x).logf(x) 
ep (x) = e 

Cette dernière relation ramène la question à la recherche de la 
vraie valeur du produit xjj (x) . log cp (x) de deux fonctions, et comme 
cette recherche a été faite précédemment, on doit considérer le pro- 
blème proposé comme étant résolu. 

Selon les valeurs nulles ou infinies que peuvent recevoir simul- 
tanément ip (x) et i//(x), on aura donc 



0° =e~°-“ pour 

OC° = e 0- ” pour 

OC” = e"'" pour 



| Ç) (x) = 0 
\ip(x)=0 

l<p(x) = » 
(«p(x) = 0 
(<K*) = so 

tlK*)“ 00 



Le produit oo . oo étant égal à x> (n° H 7) on voit que oo“ = oo; 
d’autre part la signification de 0 . oo (n° 116) prouve 0° et oo° 
peuvent avoir des valeurs quelconques , parmi lesquelles on 
verrait figurer tous les nombres positifs, négatifs ou imaginaires 
possibles. 

119. Remarque. — C’est donc une grave erreur, commise jus- 
qu’aujourd’hui, de démontrer que 



0° = 1 et oo°= 1 

c’est-à-dire de prétendre que les symboles 0° et oo“ n’ont qu’une 
seule et unique valeur 1 . 

Bien que la démonstration précédente rende cette erreur mani- 
feste, il est peut-être utile d’ajouter quelques mots sur ce point 
important. 

Des auteurs ont cru, dans o°, pouvoir considérer a comme un 
excès : c’est là depuis Euler, l’hypothèse toute gratuite sur laquelle 
on établit une prétendue démonstration ; or, cette hypothèse ne peut 
être reçue, « titre général, car a, en convergeant vers zéro, peut 
avoir des formes bien différentes de celles d’un excès. 

En un mot , 

Le raisonnement d’Euler, reproduit par tant d’auteurs, serait 
irréprochable, si la fonction x F(x) restait continue lorsque x croit 
continuement par voie négative ou par voie positive ; or il n’en est 
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pas toujours ainsi, et, (lès lors, c’est une erreur de dire que 0* est 
constamment égal à l’unité. 

C’est ce que nous allons mettre en évidence, en partant de celte 
même fonction. Restant dans la plus complète généralité, soit 

F(*) 

U — X 



F(x) étant nulle pour x = 0. Passant aux logarithmes, on a 
log u — F (x) . log x 



égalité qui montre que, pour x = 0, si l’on a toujours 0°= 1, l’on a 
nécessairement 



F(x).logx = 0 

Voyons si cette relation est toujours vraie, pour toute fonction de x. 
Soit par exemple la fonction 



F(x)= T-î— 
v log m x 

qui, pour x = 0 (m étant positif et plus petit que 1), satisfait à 
condition F(x)==0; on aura 



log u = 



1 

log"-‘.r 



la 



ou 

log u = log x 

et l’on voit aisément que le second nombre de celte expression, 
au lieu de converger vers zéro, croit indéfiniment. 

Soit en second lieu, (m étant plus grand que 1), 



4 

F (x) = a x 



et l’expression 




qui, si l’on suppose x positif et convergeant vers zéro, converge con- 
tinuement elle-même vers zéro. 

On aura à la limite 

Pour rn > 1 , 0 ° 0 



» m 1 , 0 ° ~ a 

. m < 1 , 0° = 1 
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Voilà donc une fonction qui donne 0 et 1 pour valeurs du sym- 
bole 0°: mais il se présente ici une remarque d'une grande impor- 
tance attendu quelle prouve l'impossibilité de la seule et unique 
valeur 1 de a 0 . 

Pour m= 1 , on a 

0° = <T F 

Or si 0° était toujours égal à 1, il viendrait 

1 = « -l — — , et n = 1 

a 

conséquence évidemment absurde, puisque l'unité deviendrait égale 
à une fonction déterminée de la quantité quelconque a. 

Enfin et pour ne laisser aucun doute sur cette question, faisons 
voir que le symbole 0° est une limite qui peut prendre une valeur 
quelconque dépendant de la fonction primitive dont il dérive. 

Considérons l'identité 




dont le premier nombre prend la forme 0° lorsque, a étant plus petit 
que 1, x converge vers zéro; il est évident que pour x=0, l’on a 

0° = n 

ce qui prouve que 

0° peut avoir une valeur quelconque 

121 . Du symbole 1 * 00 . — L'exponentielle q>(x)^ w qui, comme 
nous l'avons vu (n" 118), donne 

(p _ g<PW losf(y) 

se présente sous la forme 1 ±a> , lorsque pourx = a, on a 
cp (a)== 1 dfi ù log q> (a) — 0 
t p a— ± oo 

On aura ainsi 

(f(a)*w — ?(«) _ i±» _ e ±o« 

La question est donc ramenée à trouver (n" 115) la vraie valeur 
du produit tp(x) . log qp(x) de deux fonctions, alors que par suite 
d'une valeur particulière de x, ce produit se présente sous la forme 
± 0 . cc. -'t' 

14 
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i so 

122. Du symbole 0 . — La même exponentielle affecte la 

forme O 00 lorsque 

<p(a) = 0 et t//(a) = oc 

Dès lors on a 

ç,(a)tfw = '<* ?<*) = 0* = ~ 



Mais on a vu (n° 1 17) que (oc . oc) est infini, donc : 

0* = i = 0 

Enfin, si ç(a) = 0 et. ip (a) = — oc, il viendra 
0” = e”'" = oo 



123. Observation. — Dans la détermination numérique des va- 
leurs de 0°, oc°, 1 , et lorsque l’on aura à développer une puis- 

sance de e, il faudra faire usage de la formule connue, déjà 
employée et généralisée (n° 83) pour 0 quelconque, réel ou ima- 
ginaire, 



«•-l+l 



0 . (9* 



0 S 



1.2 ' 1.2.3 



•+- 

M«) 



124. Progression décroissante illimitée. — On lit dans l’Algèbre 
de M. L. Lefeblre deFourcy, (page 246, 6 mr édition. — Paris): 

Si l’on prolonge à l’infini une progression géométrique décrois- 
sante, la somme des termes est égale au quotient du premier, divisé 
par l’unité moins la raison. 

Beaucoup d’auteurs se sont cru autorisés à suivre et à répéter cet 
énoncé qui n’est rien autre chose qu’une hérésie, capable à elle seule 
de fausser le jugement mathématique du jeune élève à qui on déve- 
loppe une semblable doctrine. 

C’est ce que très peu de mots fcrftnt saisir : 

Une série quelconque est une suite de termes, qui se déduisent les 
uns des autres d’après une loi déterminée et constante, et il est incon- 
testable que proposer de faire la somme des termes d'une série dont 
le nombre des termes est illimité , est une question qui ne présente 
aucun sens possible, puisqu’il est évident que cette somme ne peut 
être formée par l’addition successive d'un nombre fini , déterminé , 
et par conséquent seul admissible dans le calcul, d’unités de môme 
espèce. MM. Mayer et ('.hoquet (Traité élémentaire d’ Algèbre , 
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5' édition, page 243) semblent* aussi méconnaître un tel principe 
lorsqu'ils disent, 

La somme de tous les termes de la progression en nombre infini, 
d’une progression géométrique décroissante est rigoureusement égale 

. o 



En s’exprimant de cette manière on expose l’élève à croire à l’exis- 
tence de la somme ou du total d’un nombre illimité de quantités ; et 
c'est là une erreur grave dont il importe de faire la rectification , 
Considérons la série élémentaire suivante , ou progression facto- 
rielle générale, à propos de laquelle l’erreur est si souvent repro- 
duite et enseignée , 



— L » » *»-i > K 

n étant le nombre des termes considérés dont la somme est repré- 
sentée par S ; la raison étant q et la notation t‘ désignant un terme 
quelconque en faisant passer i par toutes les valeurs entières com- 
prises depuis t=l, jusqu a i=n; on sait que 



S — 



\ — q 



Les puissances d'un nombre q plis petit que 1 décroissant indé- 
finiment, on peut, pour plus de facilité, écrire 



S = 



L - *„ g 
1 



( 1 ) 



On appelle limite d’une quantité, variant d’une manière continue, 
la valeur dont peuvent s’approcher indéfiniment et d’aussi près qu’on 
le veut, les divers états particuliers successifs de cette variable : il est 
important que cette définition soit bien comprise, et qu'on en fasse 
saisir l’application à l’expression (1). 

Lorsque la raison q delà progression factorielle est moindre que 1 
en vertu de la loi de formation 



<«-, = V/' 

il est clair que t^ et q ’ décroissent en même temps, et de telle ma- 
nière que, s’il était possible d’obtenir pour une certaine valeur de n, 
et comme l’ont prétendu certains auleurs, 

q' = 0 

on aurait, au même moment, 

tn+, = 0 



.v 




■s 
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S'il en était ainsi, comme * 

9 *= ç "- , . 9 

il faudrait que 

q "-*=0 

On prouverait de la même manière que les diverses puissances 
de q seraient alors nulles, et l'on parviendrait ainsi de proche en 
proche à trouver que q =0. 

Les termes de la progression factorielle décroissante, convergent 
donc vers zéro, ce qui signifie que zéro est la limite dont la valeur 
d'un terme diffère de moins en moins et d'aussi peu qu’on le veut, 
en considérant le rang du terme comme croissant indéfiniment. 

Dès lors la somme S des termes tend continuement vers une autre 
limite qu’il importe de connaître, et que l’on obtient aisément en 
écrivant (1) sous la forme 




En passant a la limite, c’est-à-dire en considérant d’une part la 
limite zéro de laquelle s'approche indéfiniment t n lorsque n croit 
sans limite, et d’autre part la limite vers laquelle converge alors la 
somme S des termes de la progression, on aura 

lim S = j— - — 

1 — q 

On obtient ainsi, avec la plus grande rigueur, cette vérité : 

La somme des termes d’une progression décroissante factorielle a 
pour limite le quotient du premier terme par l’excès de l’unité sur 
la raison. 

Notons bien que cette limite, qui est complètement en dehors de 
la génération sommatoire de la progression, ne pelt jamais être 
atteinte, puisqu'il faudrait pour cela que t n = 0 , ce qui a été dé- 
montré être impossible. 
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125. Dualité imaginaire.— Soient 0 l’origine commune de 




translation et de rota- 
tion, a l'angle desdeux 
directions X O X, et 
X'OXJ; en admettant 
que OX' soit le sens de 
translation positive , 
que OA = /,OB = p, 
AB = q, nous avons vu 
(n n 52) que la droite 



OA est représentée analytiquement en grandeur et position, par 
1/— I 

Si l’on considère les quantités p el q comme étant des variables, 
pouvant par conséquent recevoir toutes les valeurs possibles conju- 
guées, satisfaisant à la condition (n° 73), 

P* + Ç* ■= F 

il est clair que cette expression représentera successivement toutes 
les directions possibles autour du point 0. 

De plus, nous avons vu (n“ 44) que le signe du terme q \/Hï peut 
être attribué à q en regardant comme constant et uniforme le sens 
déterminé de rotation, celui de droite à gauche, par exemple. 

Dès lors demandons nous quels sont les caractères de la dualité 
imaginaire : remarquons d’abord que si les deux droites OA et OA' 
sont égaies, on a 

OB' = OB et AB = A'B' 

pour passer de OA à OA', il faudra donc, à l’aide de la rotation, 
et en représentant par p' et q' les paramètres de la droite OA', 

1° La translation de p unités de 0 en B' d'où l’on déduit 



OB' = p' = — p 

T La rotation, à l’aide d’un seul mouvement normal, d’une lon- 
gueur égale à AB; celte longueur qui doit prendre la position A'B', 
a donc dû s'engendrer par translation dans le sens négatif, de B' vers 
X, (n“ 43) et par suite : 

A'B' =</'= — q V'—i 

On a ainsi , 



p'+q' V— 1 — — p — q V— î 
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Les imaginaires let — p—q\/—\ SO nt donc de di- 

rections opposées, 
d’où l’on déduit : 

Le changement de signes des paramètres entraîne l’opposition de 
directions des imaginaires. 

Cette loi est, comme on le voit, l’extension aux imaginaires obliques 
du principe des signes de Descartcs , déjà établi pour le cas des ima- 
ginaires normales. 




126. Lorsque nous trai- 
tions (n° 49) de la multipli- 
cation des imaginaires de la 
forme m\/nai, nous avons 
établi la signification réelle 
que les signes — j- et — ont 
dés qu'ils s'appliquent aux 
surfaces: en suivanlle même 
mode de démonstration on 
trouverait que les rec- 
tangles 



oa,c,b; ou (+« i/EP (— 6 v /z D = +° 6 

OA C B’ ou ( — a \/ — t)(-H»V^=î) = -faô 



sont opposées au sommet, par rapport à l’origine, et qu’il en est aussi 
de même des deux autres rectangles 

OB'C.A, ou (+ a V=i) (+6 V=ï) = —ab 

OB,'C s A ou (—a l/^ï) l—b l/=ï) = —ab 

Dans ces deux groupes de rectangles les dimensions de mêmes 
noms sont évidemment des signes contraires : on voit de plus qu’il 
est permis de remplacer les dimensions imaginaires de ces rectangles 
par des dimensions réelles de la manière suivante, 

OA.C.B' ou (-fa l/Hï) (—6 V^i) = (—a) (— b) 

OA C B' ou (-j- a V=i) (—b V^i) =* (-fa) (+6) 

OB' C, A, on (-fa V-~\) (-fft V/^ï) = (-a) (-f b) 

OBjCjA ou ( — a \X— t) ( — b )/^T) (-fa) ( — b) 



Le signe \/—i disparait ainsi et le coefficient multiplicateur 
conserve son signe, tandis que le coefficient multiplicande change 
de signe. 
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La même expression superficielle numérique réelle correspond 
donc toujours à deux rectangles opposés par le sommet, et dont les 
dimensions égales et de signes contraires sont respectivement di- 
rigées suivant les axes de translation et de rotation. 

Nous sommes entrés dans ees quelques détails sur le signe que 
peut posséder l’expression d'une surface afin de donner 1° à cette 
quantité algébrique le sens abstrait et concret le plus général possi- 
ble; 2° à la règle des signes de Descartes son acception complète; 
3° le moyen de passer dans une foule de cas du réel à l’imaginaire, 
et réciproquement. 

127. Dans les deux premières parties de ce travail, nous avons 
exposé le point de vue nouveau qui, selon nous, doit dominer et 
diriger l'exposition élémentaire et philosophique de l’Algèbre : 
nous sommes parti de celte idée fondamentale que les mathéma- 
tiques étudient la quantité sous le triple aspect de la grandeur, de 
la position, et de la forme ; nous avons successivement procédé à 
l’évaluation de la quantité à l’aide de son unité, puis à l’étude 
de sa génération soit par translation, soit par rotation. 

Chaque loi fondamentale, obtenue et établie à priori, se présente 
ainsi avec la rigueur scientifique que ne peut jamais donner une 
série de contentions, toutes indépendantes les unes des autres, arbi- 
traires d’ailleurs dans leur essence, et en opposition desquelles on 
pourrait toujours offrir, sans désavantage, des conventions et des 
notations contraires. 



Il reste à faire voir par quelques exemples, 
comment, jusqu’à quel point et avec quels 
avantages, le point de vue auquel nous nous 
sommes placés, se prête aux conceptions géo- 
métriques et analytiques en permettant avec 
rapidité le passage de l’abstrait au concret et 
réciproquement. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 



DU POINT ET DE LA LIGNE DROITE. 



Équations du point. — Éqaation de la droite; dualité imaginaire. — Équation 
d’une droite passant par un point donné. — Condition nécessaire et suffisante 
pour qu’un point soit situé sur une droite. — Équation d’une droite qui, passant 
par un point donné, est parallèle à une droite donnée. — Équation d’une droite 
qui. passant par un point donné, fait avec une droite donnée un angle connu. — 
Équation d'une droite qui, passant par un point donné, est perpendiculaire à une 
droite donnée. — Équation d’une droite passant par deux points donnés. — 
Intersection de deux droites. — Condition de parallélisme de deux droites. — 
Le rapport des sinus de deux angles d'un triangle est égal au rapport des côtés 
respectivement opposés à ces angles. — Loi fondamentale de projection linéaire. 
— Distance d’un point à une droite. 



128. Équations du point. — Les équations ou les coordonnées 
d’un point quelconque sont évidemment les longueurs comptées 
d’une part sur l’axe de translation, à partir de l’origine, et, d'autre 
part, perpendiculairement à cet axe à partir de l’extrémité de la 
première longueur engendrée. 

Les coordonnées d’un point sont ainsi, suivant les notations ana- 
lytiques déjà si souvent définies précédemment, 
a et b V/^T 

129. Equation générale df. la droite. — 1“ Droite passant par 
l’origine. — Nous avons fait voir (n° 52) que, si » est le coefficient 
de direction d’une droite, toute quantité de la forme 

i = a — j- 6 V/— 7 
représente une certaine longueur, 
tant en grandeur OA qu'en direc- 
tion OX\ alors que l’on compte la 
rotation à partir d’un point fixe O 
pris pour origine et d’un axe OX 
de translation. 
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En désignant par m le module \/ de celle imaginaire, 
par 9 l'argument ou l'inclinaison de OX' sur OX, et en se rappelant 
toujours que m, n'exprimant qu’un seul nombre d'unités de lon- 
gueur, est essentiellement positif, on a donné à l’imaginaire pro- 
posée, la forme ( n" 72), 



i = »i (cos 9 -f- V/-4 sin 9 ) ( 1 ) 

Des deux quantités f) et m, indépendantes l'une de l’autre, cl que 
renferme le second membre de cette équation, la première 9, selon 
l’état constant ou variable qui lui est assigné, permet l'étude d’une 
droite, passant par l’origine O de rotation, et dont la direction serait 
déterminée ou arbitraire ; la seconde, établit la position des divers 
points d'une droite OX'dont l’inclinaison 9 sur OX est particularisée. 

150. La dualité imaginaire exige (n° 12o) que le prolongement 
de la longueur (1) ait pour équation 

t «=■■ — mi (cos 0 -\~ V/— t sin 9) 

Et il est utile de remarquer, qu’au seul point de vue algébrique, 
l’équation (2) se déduit de (1) en changeant 0 en 7r -f- 9. 

151. 2" Droite qui ne passe pas par l’origine. — Si la droite 
considérée ne passe pas par l’origine ou si l’origine, au lieu d’èlre 
en O, point de rencontre de OX' avec l’axe de translation, se trouve 
en X, et de telle manière que OX = /, il est clair que l’équation 
du chemin XOA sera, 



« = /-)- m» (eos 0 -f- [/— i sin 0 ) (2) 

Et eette équation est l'expression analytique , en grandeur et en 
direction, de la distance du point X à un point quelconque de OX', 
alors que l'on est obligé de passer par le point O de rencontre de la 
droite et de l’axe de translation. 

1 52. Equation d’unf. oiioiti: passant pab t s point donné. — Soit le 

point M donné par ses 
coordonnées OP -= a 
et MP = b V~\, re- 
latives à l’axe OX cl à 
l'origine O. La droite 



suffisamment déter- 
minée , son équation 
devra renfermer une 

15 
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arbitraire que nous supposerons être l'angle J, fait par la droite AMD 
proposée avec l’axe OX, ou avec la parallèle MX' à cet axe, menée 
par le point M. 

Le coefficient de direction de MD sur MX' sera donc, ni étant 
quelconque, 

m (cos d 4- \/—ï sin d) 

Le triangle rectangle AMP apprend que 



AP 



MP. sin AMP 
sin MAP 



nu 



AP 



b cos d 
sin d 



par suite , 



OA = a — b 



cos d 
sin d 



L équation de la droite AMD sera donc 
eos d 



i — a — 6 



sin d 



-f- m [cos d -)- V — t sin d] 



( 5 ) 



133. Condition nécessaire et suffisante pour qu’un point donné 
appartienne « une droite donnée. — Soit (p , q l/^ï) le point 
donné, et 

t = / -f- m [cos d V^—i sin d] (A) 

l’équation de la droite donnée. Si l’on imaginait que par le point 
donné on ait mené une droite, dont l’argument est ç et dont l’équa- 
tion est par suite, comme on vient de le voir, 

i =m p — q m [cos q -f- \/^ï sin ç] (B) 

il est clair que le point où cette droite B coupe l’axe de translation 

COS O 

est donné, dans l’équation (B), par la quantité p — q p — - : dès 

lors, pour que les droites (A) et (B) se confondent, il faut évidem- 
ment satisfaire à la première condition, 

cos o , ,, , q 

p — q - — - = I , d ou tang n = — — (C) 

sin q ' p — l K ' 

et ensuite à la seconde condition, 

Q = d 

Il faut donc que l’angle déterminé par l equation (C) soit préci- 
sément égal à l’argument de la droite donnée (A). 
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134. Equation d’une droite qui, passant par un point donné, est 
PARALLÈLE A UNE DROITE DONNÉE. — . Soit lequation 

i, = L -f- m [cos G -f- V—î sin G] 

de la droite donnée. L'équation de toute droite menée par le point 
donné (a et b 1/^4) a nécessairement la forme (3, n° 152), et il 
suflira de changer o en G pour obtenir l'équation cherchée, 

i = a — b 4- ta [cos G 4- \/—t sin 91 (4) 

sin 9 L n J v ’ 

135. Equation d’une droite qui, passant par un point donné, fait 

AVEC UNE DROITE DONNÉE UN ANGLE CONNU. 




En prolongeant jusqu’à l’axe de translation les droites MX' et MX", 
dont la seconde MX" doit faire avec MX' l’angle G donné, on forme 
un triangle AA'M, qui fournit 

.= «4- g 

L’inclinaison de MX" sur l’axe étant ainsi déterminée , il suflira 
dans lequation (5, n” 152) de remplacer 3 par a- f-9, et l’on 
obtiendra, 

* — « — l > [«« (“+6) 4- V~\ sin («4-0)] (*>) 

L’argument a est donc augmenté de l’angle G fait par la droite 
demandée avec la droite donnée. 

136. Equation d’une droite qui , passant par un point donné, est 
perpendiculaire a une DROITE donnée. — 1" La droite donnée, passant 
par le point donné (a , b et ayant pour équation (3, n° 1 32), 

COS a — . 

t = a — o L m eos «41/-I sin a | 

sin a 1 1 
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le coefficient de direction d’une droite qui lui est perpendiculaire 
s’obtiendra, en vertu de la significtftion du signe factoriel de perpen- 
dicularité, en multipliant par V~i 1» quantité cos a -f- V—t sin a ; 
de telle sorte que la direction normale aura pour détermination, 

ni V/4TJ [cos a -j- l/— * sin «] 
ou, après multiplication, 

m [ — sin « -f- l/— 7 cos a] 

expression dans laquelle la quantité entre crochets se déduit é\i- 

7 T 

dcmment de cos a V^— ï sin a, par le changement de « en a -j- 



dans l'équation de la droite donnée : dès lors, 



COS a devient COS (a ) = sin ( — a) = — sin a 

M 



sill a devient sin (a -) = COS ( — a) 



cos a 



et l'équation demandée est 

i = «4-6 - In g m V/-i [cos a -{-[/— i sin a] (6) 

COS a L 

2" La droite donnée étant représentée par 

* = / —[— m [cos a -f- V~\ sin a] 

Et le point donné, qui peut en général ne pas appartenir à cette 
droite, étant défini par p et q l/^I, l’équation de la perpendiculaire 
sera 

i =, p _)_ « -1- m \Z^\ [cos a 4- V-i sin a] (7) 

^ cos « • 

137. Équation d’une droite passant par deux points donnés. — 
Soient les deux points donnés 

a , b l/— ï 
a' , b' V~\ 



La droite demandée devant passer par chacun de ces points, il 
est clair que son équation de la forme (3) fournira les conditions 

« == a — b C ° S ^ -I- m [cos 6 4- \/~i sin 5] 
sin $ 1 1 J 

, , , cos $ . r . , . . .. 

» — a — b — » 4- m cos o 4- V — t sm tt 
sin o ' L 1 1 
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Dans ers équations de eondilion, qui sont nécessairement simulta- 
nées, l'inclinaison 5 inconnue est la même et se déterminera en posant 



. eos o 
a -b - — * 
stn g 



, . , cos g 

a — b - — ^ , 
sut o 



. b — b' 

tain; o = -, 

a — u 



. h— b' 

taiiir « = r , sin S = ± 

u— a 



-, COS « = i ■ 



\/ a— «'’-f b-b'* V' a— a * + b— b * 

l/équation de la droite passant par deux points donnés pourra 
«lotie être considérée sous l'une des deux Cormes 



a b — ab r b — b , . b — b 1 

* = — — r; — 1-t» cos. are tang= --f-V/ — i stn. arc tang= , 

b — b L a — a a — a J 

( 8 ) 

a b — ab’ , T a — a' , , b— b' 

t = — — — — — ■ -f- \/-i — 

\/ a — a'* -{-b — b’* \/ a — a* -\-b—b'* 

(9) 

138. Intersection des deux droites. — Soient les deux droites 

AD, A'D' représentées par les 
D équations 

t, = !,+>»,( cos a,-|-l/^T sin «,) 
» 4 = l 1 -fm 1 (cos «j+V/— T sin a,) 

dans lesquelles 0 A = l, et 
O A' = Le point d intersec- 
tion Il étant distant des points 
A et A' des quantités 
AR = m, et A'R = »i s 

il est clair que les directions i, et i, sont égales relativement au 
point R, c'est-à-dire pour la ligne OR, et qu’ainsi l'on a 
l, -f m , (cos a, -f V~\ sin a,) = I, -f »», (cos a , -f l/^ï sin a,) 
Le théorème (n° 60) permet de déduire, de cette équation imagi- 
naire, les deux autres icelles, 

l -f- m, cos c, = l, -f- m, cos a t 
m, sin a, = m t sin a t 
et la résolution de ces deux équations donne immédiatement, 

( 10 ) 



sin “« „ , , 
m, == -r—, : (/.—/.) 



sin (a, — « 2 ,) 



stn or, 

ttl, ■ , V ^ 1 ^ 

stn («, — a,) 
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% 150. Condition du parallélisme de deux droites. — Le point R 

ne pouvant plus exister, et bien que a, et a, aient des valeurs 
déterminées, il faut, m, et m t étant impossibles, que l’on ait 

sin (a, — a,) = 0 d’où a, = «, C.q.f.d. 

140. Théorème. — Dans tout triangle les sinus des angles ont le 
même rapport que les càlés opposés. 

Démonstration. — Dans le triangle AA'R, ( fig . du n° 158), on a 

ARA' = a, — a, et AA'R = it — a. 

Les expressions de m, et m % deviennent dès lors 

sin AA'R A R 

sin ARA' AA' 

sin A' A R A'R 

sin A RA' _ XÂ' 

c.q.f.d. 

141. Théorème. — La projection d’une droite sur une autre est 
égale à la longueur projetée multipliée par le cosinus de l’angle fait 
par la droite avec sa projection. 

Démonstration. — Dans les formules (10, n“ 138) posons 

ARA' = a, — «, = 1*, d’où sin (a, — a,) = t et sina t = cos<x 
et il viendra , 

AR = AA' . cos a c.q.f.d. 

1 42- Distance d’un point a une droite. — Soient le point M, 

(p, q) , et la droite AD 
dont l'équation est, pour 
OA = l , 

i = J4-m[cosB-pt / '— ï s * n a ] 
et dont la droite RR, qui 
lui est perpendiculaire, a 
— pour équation , d’après 
(7, n° 1 36), 

» = p + o S * n - a 4- m V'—i [cos a + V '—'- 1 s * ü 
cos « 

11 vient donc 

sin cc , i sin a 

BO = p + q d'où AB = p — 1 + 7 

' 1 1 cos a CO» a 




AR 

A'R 



sin AA'R 
sin AR A' 
sin A'AR 
sin A RA' 



AA' 

AA' 
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Mais (h" 141), on a 

Ml» = BM . cos MBP d’où BM = 

cos a 

cl aussi 

B K = AB . cos ABR d’où BR = AB . sin « 

enfin comme 

MR = BR — BM 

il vient, après substitution des valeurs de AB,BR,BM qui viennent 
d cire trouvées, 

d — MR = ( p — /) sin a — q cos a (11) 

Afin de déterminer les coordonnées (æ , y l/^ïï) du point R, 
représentons AR par m, et BR par rn s : il faudra, par combinaison 
des équations des droites AD et BR, satisfaire à la relation , 

, . , . , sin a 

*+ m « cos «-j-m, \/—i sin a = p-\-q — m, sin a-| -m, cos a 

qui donne lieu (n° 60) aux deux équations de condition , 

. . sin a 

l -j- m. cos a = p -4- « m t sm a 

cos a 

m l sin a — »«, cos a 

auxquelles , par rapport aux inconnues m, et n», , il est bon de 
donner la forme, 

i • s ' n « 

m cos a -4- m sin « = p — / 4- q 

eus a 

m t sin a — J», cos « = 0 
La résolution très-simple de ces équations fournil 
»t, = AR = (p — /) cos a -}- q sin « 

jh , = BR = ( p — /) sin a 4 - q 

cos a 

d’où 

x = p — [ (p — l) sin a — q cos a ] sin a 

y — [ (p — /) cos « -{- q sin « ] sin a 
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ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE CÉNÉRAI.E DES COI' BUES PLANES. 



Équations modulaire et polaire d'une ligne courbe. — Liquation différentielle. — 
De la tangente; scs définitions dynamique et géométrique. — Signification 
géométrique de la dérivée polaire. — Équation de la tangente en un point 
donné d'une courbe. — Équation de la tangente menée par un point extérieur. 

— Équation de la tangente dont la direction est donnée. — De la normale ; 
équation d'une normale menée par un point de la courbe, par un point extérieur 
à la courbe, parallèlement à unedroile donnée. — Dérivée de l'arc d'une courbe. 

— Signification géométrique de celte dérivée. — Cercle osculateur. — Hayon de 
courbure. — Centre de courbure. — Courbure d'une courbe en un point donné. 

— Développée d'une courbe. — Application des principes précédents à l’étude de 
quelques courbes. 

•V 

143. Equations modulaire et polaire d’une courbe. — Si dans 
l’équation modulaire générale 

i = m [cos a sin a] (A) 

l'on regarde m et a comme étant des variables simultanées et qui 
dépendent l’une de l'autre, il est clair que cette équation, conve- 
nant, pour une même origine ou poi.f. donné , à une suite continue 
de points, sera celle d’une certaine courbe. 

Cette simultanéité peut d’ailleurs cire particularisée d'une ma- 
nière quelconque , et exige comme complément indispensable la 
détermination analytique de sa loi; en d'autres termes, il faut con- 
naître ou établir, dans chaque cas, la relation qui existe entre la 
valeur de a correspondant à un point de la courbe, et la distance 
de ce point au pôle, donné ou choisi dans le plan de la courbe : de 
là une seconde équation, que nous appellerons équation polaire, qui 
a la forme générale , 

a — F (m) (B) 

dans laquelle m ou le rayon recteur représente la distance d’un 
point de la courbe à l’origine. 
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144. Équation différentielle d’une courbe. — Pour une fonction 
continue, mais non linéaire, une loi spéciale régit ainsi les varia- 
tions des accroissements finis A m et Aa dépendant l'un de l’autre, 
imposés à m et à « : cette loi, qui persiste même à l’origine de ces 
accroissements et qui préside par suite à leur génération simul- 
tanée, reçoit pour ce motif, le nom de loi de génération (*) ; elle 
change à chaque instant et l'on ne pourrait admettre que pour une 
certaine variation Am, quelque petite qu'on voulut d'ailleurs la 
Aa 

supposer, le rapport — — soit constant, puisqu'alors on supposerait 

que la fonction proposée est linéaire. 

Cependant rien n'empéehe de concevoir, hypothétiquement bien 
entendu, mais pour une valeur particulière et arbitraire de m, une 
autre fonction de la même variable indépendante m, dont le rapport 

constant et INVARIABLE, soit précisément égal à celui qu’assigne, 
Am 

pour la fonction F (a, m) = 0 continue et non linéaire, la loi de 
génération appliquée à l'origine m des accroissements ; mais , dans 
le travail auquel nous venons de renvoyer, il a été démontré que, 
pour un certain intervalle de chaque côté de m, on a, lorsque a 
reçoit une valeur réelle quelconque, 

A et 

lim - — = F' (ni) 

Am 

On a donc, relativement à la nouvelle fonction dont on repré- 
sente par da la variation angulaire, 

da — Am.F’(m) (C) 

Bien plus, et sans créer explicitement cette seconde fonction, il 
est incontestable que l'on peut supposer que la loi de génération qui, 
pour F (m) varie sans cesse, persiste dans la détermination particu- 
lière qu’elle affecte à l’origine même des accroissements. 

La différentielle da est alors devenue une vraie différence A a, et 
elle se trouve avoir pour expression la limite vers laquelle converge 
le second membre de l'équation générale, 

Aa = Am 

lorsque Am décroit indéfiniment. 



(*) Voir noire Dissertation sur les vrais principes des C.alcttls transcendants. — 
Liège. — H. D essaim. — Octobre 1860. 
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En un mol, si l'on suppose que, pour la valeur de m, la loi de 
génération, au lieu de varier constamment, persiste dans sa valeur 
actuelle, l’on obtient la différentielle. 

L’équation (C) est l’équation différentielle de la courbe. 

La traduction en langage ordinaire de la condition exprimée ana- 
lytiquement par l’équation différentielle se fait toujours immédiate- 
ment : dans l’étude des phénomènes soumis à la variation continue 
de certaines quantités, cette équation exprime ce qui se passe si l’on 
suppose que les grandeurs qui, jusqu a un moment donné, ont été 
variables, deviennent subitement permanentes; et c’est là une hypo- 
thèse très-simple et qu’il est toujours permis de faire. 

14o. De la tangente. — Voyons comment l'équation différentielle 
caractérise la nature intime de la courbe. 

D'après ce que nous venons de rappeler et de dire, dans le numéro 
précédent, F'(wi) est constant pendant tout l’intervalle Am ; on est 
donc amené à dire que l’équation différentielle (C) caractérise, par 
les éléments explicites qui la composent, la direction d’une certaine 
droite passant le point défini par a et in. 

Ac* 

D'ailleurs comme le rapport - — est transitoirement le même à 

Am 

l’origine m pour la fonction continue, il est évident que le dé- 
placement initial du point générateur s’effectue, à partir du point 
considéré , d’après une droite dont la direction est fournie en 
dcc 

ce point par le — — de l’équation différentielle. 

C’est donc selon celte droite, que l’on a nommée tangente ou tou- 
chante, que commence le déplacement du point générateur, et c’est 
aussi suivant elle que la continuité s’établit et se manifeste. 

On voit que l’on est ainsi forcément conduit à considérer ce qui 
se passe initialement en chaque point de la courbe, sur la tangente : 
pour consacrer cette acception nouvelle de l’étude d’une courbe, 
changeons Am en dm, et prenons pour équation différentielle, 
da = dm . F '(m) 

1 46. Soient actuellement une courbe quelconque VV' dont, pour 

deux points M et M', on 
connaît l’angle que fait 
la sécante MM'S avec 
une droite fixe , arbi- 
traire du reste , située 
dans le plan de la 
courbe. 
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Pour saisir le fait de la continuité, il suffit d'imaginer que la 
corde MM' décroit d’une manière continue et de considérer ensuite 
le cas-LiMiTE pour lequel les points M et M' viennent ainsi à se con- 
fondre : ce décroissement se réalise évidemment en faisant tourner 
la droite MS autour du point M, et l’on obtient dès lors en M une 
droite, dont la position spéciale toute particulière et caractéristique, 
n’est déterminée que par les conditions du mouvement acquis par 
le seul et unique point .M ; la loi de génération nécessairement cons- 
tante, c’est-à-dire identique en chaque point de cette droite, est donc 
celle de la courbe elle-même, dans l'hypothèse où la loi généralive 
curviligne deviendrait permanente, à partir du point M. 

11 est donc permis de dire : 

La tangente est la limite vers laquelle tend une sécante dont l’un 
des points d’intersection, supposé mobile, se rapproche indéfiniment 
de l’autre, supposé fixe, jusqu’à ce que ces points se confondent. 

Cette définition fondamentale, déduite rationnellement et sim- 
plement de la continuité qui se manifeste tangentiellcmenl dans le 
mouvement curviligne, permet d’établir avec promptitude la théorie 
élémentaire des courbes. 

147. Signification géométrique de — La dérivée —• a une 

dm dm 

signification concrète remarquable et simple qui , croyons-nous , 
n’avait encore été ni reconnue ni établie. 

Soient M et M' deux 
points d’une courbe , 
dont l’origine polaire 
est O et OX l’axe de 
translation ; le triangle 
OMM' fournit aisément 

OM' sinOMM' 
OM — sin OM'M 

Désignant par m le 
0 8 rayon recteur OM, par 

Am la différence de OM à OM' et par Aa la différence des angles 
M'Ox et MOx, cette égalité prend la forme 

. m-\-Am sin OM M' 

«t sin OM'M 
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si n QMM' — sin OM'M sin OM'M 

A m m 



Une transformation factorielle trigonométrique très-connue donne 
ensuite 



„ . OMM— OM'M OMM'+OM'M 

2 Sin ; COS - . 

2 2 sin OM M 



Am 



m 



O) 



d’où 



OMM— OM'M 



Mais il est clair que 

OMM' = r — M’MX 

—OM'M = Aa— M’MX 

. _ , OMM'+OM'M Aa 

0MM-f-0M M = 2 l< — Aa , (Toit ^ =1“ — 

d’où encore 

. OMM— OM'M 
sin — 



\* — Fm'mx — 

L 2 J 



-OMM / Ao\ 

= cos ( M MX— — J 



OMM’+OM'M . Aa 
cos = 



A l’aide de ces relations on obtiendra, par substitution dans(l), 

1 sin (M’MX— Aa) 



o ■ Aot 
2sm — 



Am m V A “\ 

cos (MMX — ) 

Â 



et le passage à la limite fournit immédiatement , en représentant 
par MT la position vers laquelle tend la sécante MM', à mesure que 
a converge vers zéro, 

~ = 1 . tang TMX (2) 

dm m 

Disons donc, sous forme de théorème, 

La tangente trigonométrique de l’angle fait, avec le rayon vecteur 
d’un point, par la touchante à la courbe en ce point, a pour expres- 
sion le produit du rayon vecteur par la dérivée polaire correspon- 
dante. 

11 est clair que la valeur de cet angle change avec le point con- 
sidéré, suivant une loi déterminée qui est la conséquence immédiate 
de la forme de la courbe. 
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148. Equation de la tangente en un point donné d'une courbe. — 
Soient (a , b \/ — t) le point de contact, a l’angle fait par le rayon 
vecteur de ce point avec l’axe de translation ; cet angle est fourni par 
I cquation polaire 

«..» = F (»»«,») 

La tangente fait avec le rayon vecteur du point de contact uri 
angle 0, déterminé par la relation 



tang 6 — 



(l 

dm. 



a,b 



Dès lors l'équation de la tangente sera celle d’une droite (n" 135 ) 
qui, en passant par le point (« , b est inclinée sur une autre 

de l'angle donné 0 ; cette équation est donc 

i = a — b + « [cos 0+6) + sin 0+6) ] 



149. Equation de la tangente menée par un point extérieur. — 
Soient (p , q\/^ T) le point donné et (x, yl/^ï) le point de 
contact qu'il s'agit de déterminer. L’équation polaire donne 

«x,„ = FOn,. v ) (1) 

En représentant toujours par 6 l’angle de la tangente avec le 
rayon vecteur du point de contact, et par l l'angle que cette tan- 
gente fait avec l'axe de translation, on a 

t = 0 -j- a 



Mais il est évident que la tangente est ici une droite qui passe 
(n° 137) par deux points donnés, et qu'ainsi 



tang l — 



p — x 



De plus (n" 147), le coefficient directeur tangculiel donne, 

d 



tanar 0 == 



dm XiV 



et d'ailleurs comme 



y 

tang a = - 
x 



on aura, après substitution dans t — Q +a, 

d a 



g— y 

p—x 



m. 



dm. 



+ T 



1 — -m. 



d «, 



dm. 



( 2 ) 
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Les équations (1) et (2), ne renfermant que les inconnues x et y, 
déterminent, on le voit, le point de contact; la tangente, passant 
dès lors par deux points connus, aura (n" 137) pour équation 

qx — py , r q — y , . . q — t/~| 

t =- l-?ti cos. arc tang= YV — t sin.arc tang= i — - 

q — y L ]>—x e p—x J 

130. Equation d'une tangente parallèle a une droite donnée. — 
En donnant à x, y, t, G, a les mêmes significations que dans la 
question précédente, on aura encore pour déterminer les quantités 
x et y, les deux équations simultanées, 

= F (»«,,) (3) 



d a. 



771 , 



dm. 



tang l 

y 

1 4- — tang t 

x 



(4) 



La tangente passe ainsi par le point (x , y\/—i) en faisant avec 
l’axe de translation l’angle donné t ; son équation est donc (n° 135) : 



t = x-- y 



cos t 



- + 77» [cos t -j- y/— i 1 sin /] 



loi. De la normale. — On appelle normale, la perpendiculaire 
menée à la tangente par le point de contact. Cherchons d’abord l’é- 
quation dWe normale menée par un point d’une courbe ; soient 
a et b V/— ï les équations de ce point , a l’inclinaison du rayon vec- 
teur correspondant sur l'axe, 6 l’angle fait par la tangente avec le 
rayon vecteur ; l'équation de la normale sera celle d’une droite pas- 
sant par un point donne, et perpendiculaire à la tangente, dont 
l’équation a été trouvée (n“ 148); on aura donc, (n° 156, 1°), pour 
équation de la normale, 

» = a -f- b + m [ cos 0+6) + V sin 0+0)] 

152. Normale menée à une courbe par un point quelconque du 
plan de cette courbe. — Soient encore (p , q y/H?) les équations 
de ce point, (x , y y/^ï) les équations du point de contact de la 
tangente conjuguée à cette normale ; soient a l’angle fait avec l’axe 
par le rayon vecteur du contact, et 0 celui de la tangente avec le 
même rayon vecteur. 
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Les équations de la tangente en (x , y l/— i ) et de la normale 
en (p , qrV/— 1)> seront respectivement (n° 148 et 13(5, 2°), 

cos (a+0) 



t = x 



y 

p + q 



sin (a-f-0) 
si ti (a+0) 



-m [ cos (a+0) + V'—' sin («4-0)] (1) 
-m [ — sin (a-j-0) -f- \/~\ cos (a-f-0)] (2) 



cos («4-0) 

Remarquons que, pour le point (x , yV'—t), l’cquation modu- 
laire de la courbe est 

* = m [cos « -(- \/—\ sin «] (3) 

Les équations (2) et (3), existant simultanément pour le même 
point et par conséquent pour la même valeur de a, on doit avoir, 
par identification des seconds membres, 

sin (a-(-0) 



P + ? 



cos (a-\-6) 
cos («4*0) = sin a 



= m [sin («4-0) 4- cos a] (4) 

(S) 



Ces deux dernières équations permettent de déterminer, avec 
facilité et promptitude, les valeurs de a et /S ; et dès lors l’équation 
(2) ne renferme plus que l’arbitraire m et caractérise la normale 
demandée. 

Remarque. — Si l’on voulait déterminer les coordonnées du point 
de contact, il faudrait résoudre les équations suivantes, par rapport 
à x et à y , 



«x.v = F («*.„) 



tang 0 = m x ,j 



dm xu 



( 6 ) 

(7) 



De plus il est clair que le cas où le point est situé sur la courbe 
n'est qu’un cas particulier de celui qui vient detre traité. 

153. Normale menée à une courbe, parallèlement à une droite 
donnée. — L’équation de la droite donnée étant 

t = m [cos D 4- 1/— ï sin D] 

l’équation de la normale à la courbe proposée , en un point 
(x , y l/^i) qu’il s’agit de déterminer, est nécessairement celle 
d’une droite menée par ce point parallèlement à la droite donnée, 
c’est-à-dire (n° 154) : 

* = x — y C0S I; -[“ m [cos D 4“ \Z ~—' • sin DJ ( 1 ) 

sin 1) 
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Le point (x , y l/_ i) ayant « pour argument de son rayon rec- 
teur, l'équation polaire sera pour ce point, 

«x.„ = F(m x J (2) 

Le point (x , y\/—\) étant le point de contact de la tangente 
conjuguée à la normale demandée, ses coordonnées satisfont à 
1 équation de condition, 

tang 0 = m (3) 

dm xy 

De plus on a évidemment, 

D = (4) 

Les équations (2), (3) et (4) déterminent les quantités a, 0 et 
m x „ ; le point (x , y \/^T), par lequel il faut mener la normale, 
parallèlement à la droite donnée, est donc déterminé. 

154. Dérivée d'un arc de courbe. — Soit la courbe plane dont 
l'équation polaire est 




a = F (m) 

En vertu de la loi de généra- 
tion , à laquelle la courbe est 
soumise , la direction tangen- 
tielle varie continûment ; toute- 
fois , et en un point quelconque 
M dont les coordonnées sont « 
et m, si l’on regarde cette loi 
comme permanente , c'est-à-dire 
x comme persistant dans la dé- 
termination quelle affecte au point M, la génération linéaire tan- 
gentielle s’accomplit de la même manière que pour le parcours 
curviligne ; en un mot, c’est suivant la tangente que s’opère à 
chaque instant le déplacement du point décrivant, et le changement 
de A en d distingue cc qui se passe sur la tangente de ce qui se 
passe sur la courbe. 

Sur la tangente MT, et par rapport à l'angle MOM', ou au 
Aa dont l’angle MOX = a varie, représentons par As le chemin 
correspondant décrit par le point M ; si P est la projection de M 
sur OM', il vient aisément 



mT = IF-f ârp* 

jrtT’ = OP’.tang’ Au 
WP' = OM' — Ül>’ 
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En additionnant, membre à membre, et après réductions on a 

MM'* = OP* . tang* Aa + OM'— OP* 

Mais évidemment, 

OP = OM . cos MOP = in . cos Aa 
OM r = m -)- Am 

L’expression de A s , ou de MM' devient donc , 

* !» * f 

As = m sin Aa -f- [m (i — cos Aa) -f- Am] 

Pour considérer, à la limite, ce qui se passe soit sur la courbe 
soit sur la tangente, à l’instant précis où le point générateur est en M , 
il suffit de remplacer la caractéristique A par d, en ayant soin de 
remarquer qu’alors l’arc du se confond avec son sinus, tandis que 
le cosinus de cet arc est égal à 1 : on obtient définitivement ainsi 



ds — m du + dm 



ou 



(d s \* , . / dm \* 

[ru) + {ra) 



ds 



15;>. Signification géométrique de — . — En désignant par S 

l’angle que la tangente fait avec le rayon vecteur, on a établi (n" 147) 
la relation, 

du tang 0 dm m 

m du 



dm 



tang 0 



dm 



Si à on substitue cette valeur dans l’expression de la dérivée 

du 



de l’arc d’une courbe, il vient 
ds 



VI 



— ± ■ . 
da sut U 



Énonçons donc, sous forme de théorème : 

En un point donné la dérivée angulaire de l’arc d’une courbe , 
est, au signe prés, égalé au produit du rayon vecteur par l’inverse 
du sinus de l’angle fait arec ce rayon par la tangente correspon- 
dante. 

Du reste cette propriété nouvelle remarquable, et qui permet de 
conduire assez rapidement les calculs de rectification ou de qua- 
drature des courbes planes, résulte immédiatement de légalité 
fractionnaire 

OM sin OM'M 
MM' ~ sin MOM’ 



17 
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dans laquelle on doit faire, à la limite, 

MM' = ds , OMM' = 0 
lim sin MOM' = da 

limOM'M=lim(2 << — 0 — da)=2‘ 1 — 0, et lim sin OMM' = sin 0 
156. La combinaison des relations 



tang 0 — m 



da 

dm 



m 

sin 0 



ds 

da 



donne immédiatement 



d s 

— = ± cos d 
dm 



157. Du cercle oscillateur. — La courbure résulte de la variation 
incessante de la direction de la tangente, et nous avons déjà dit que 
c’est suivant la tangente que la continuité se manifeste. 

En désignant par 0 l’angle qu’une tangente à la courbe a = f(rn) 
fait avec le rayon vecteur, on a vu (n" 147) que 

tang 0 = m f(tn) ou 6 = arc tang mf(m) 



La différentiation donne à l’instant 



de = 



f'rn 



Am 



1-|- m'f’rn 

Mais la différentielle arcuelle nous apprend (n° 1 54) que 



( 1 ) 



ds — Am J/ 1 -\-m'f'm (2) 

Par division, les relations (1) et (2) fournissent, 
dH_ _ fm+mf’m 

ds [l-f-mY’m]’ 

Telle est l’équation qui lie les variations dues à la continuité et à 
la courbure. 

Actuellement supposons qu a l’origine n» des accroissements , le 

dans la détermination acquise, c’est-à-dire assu- 

à conserver cette valeur qui devient ainsi per- 
et ds deviennent respectivement A9 et As, et 

A 6 f 

As [l-fm'pinf 



de 

rapport — persiste 

jétissons ce rapport 
manente, alors de 
l’on a : 
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L'uniformité se manifeste dès eel instant dans la courbe, puisque 
le rapport , qui la détermine, est constant; et remarquons bien 

que l'hypothèse de permanence, dans laquelle nous nous plaçons ici, 
n’apporte aucune modification à la courbure au point considéré 
comme origine, puisque, en vertu de cette hypothèse, cette cour- 
bure est maintenue dans la détermination qui lui est propre ou qui 
la caractérise en ce point. 



Posons 



Et l'on aura 



[1 -}-/»*/** w]* 



As 

Je = * 



et puisque A0 désigne l’accroissement angulaire, qui, comme tel, est 
mesuré par un arc de cercle dont le rayon est 1 , cette dernière 
égalité signifie que la courbe 



As — p.A0 

est une circonférence dont p est le rayon. Cette équation exprime, 
entr’autres choses que, pour un même angle 0 fait par la tangente 
en un point quelconque de ce nouveau lieu géométrique, l’arc décrit 
est le même. 



La circonférence particulière, ainsi définie, est appelée Cihcomfé- 

RENCE OSCEI.ATRICE. 

Etablie sous ce point de vue, cette circonférence a une signifi- 
cation bien nette, et forme un des caractères principaux de la courbe 
primitive : elle rappelle sans cesse que le changement de direction, 
saisi à l’origine même de la variation, est manifesté par elle, en un 
quelconque de ses points, de la même manière qu’au point parti- 
culier de la courbe proposée; en un mot, elle a en tous ses points 
même courbure, et celle courbure est celle de la courbe donnée au 
point considéré. 

Disons en passant que le rapport — , ou l’inverse du rayon d'un 

cercle, sert de mesure à la courbure de ce cercle. 

158. Rayon et centre de courbure. — La quantité p, déterminée 
ci-dessus par l’expression, 

_ [l-l-mTm]» 

^ f m+m/"m 



Digitized by Google 




1-28 



Dissertation 



est appelé rayon oscillateur ou rayon de courbure, et le centre de 
la circonférence osculairice a reçu le nom de centre de courbure. 

Afin d’avoir les éléments nécessaires à la détermination de la po- 
sition du centre de courbure, il est indispensable de prendre pour 
point de départ la nature intime de la courbure. 

Nous avons dit déjà plus d'une fois que la tangente, en un point 
d’une courbe, est le lieu suivant lequel la continuité s'établit et se 
manifeste. 

La courbure résultant de la variation incessante de la direction 
tangentielle, il s’en suit que si l’on veut qu’en un point donne deux 
courbes aient même courbure, il faut aussi quelles aient même tan- 
gente et par suite même normale : la courbe proposée et sa circon- 
férence osculatriee étant précisément dans ce cas d’égale courbure, 
il est dès lors évident que le centre de courbure est situé sur la 
normale à la courbe au point considéré. 

L’origine étant en O, soit un point M (a, b\Z^t) de la courbe VV' 

dont le centre 
de courbure 
est C et dont 
le rayon de 
courbure est 
q ; soient (x, 
y V/=ï) les 
coordonnées 
du point C, a 
~r x et t les angles 
faits par le rayon vecteur OM et la tangente MT au point M avec 
l’axe de translation ; enfin, du point C menons la parallèle CF à XX'. 

L’équation de la normale MR, au point M, est(n* 151) 




t = a + b Sl ° I + ml/— t [cos (a-\0) + f/-t sin (a-f0)l 
‘ cos (a+0) 

équation qui montre que 

sin (a-f0) 



OR = a -j- b 



et PR = b 



sin (a-\-(i) 



COS (a-j-0) cos («— } -6) 

On trouvera aussi avec la plus grande facilité que 

MCF = c-ffl-l" , CMF = 



CF = CM. cos MCF = q sin (a+0) 
FM =- CM. cos CM F = q cos («-f 0) 
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d'où l'on déduit immédiatement, 

x = a -f- ç sin (a-|rfl) 
y — b — q cos (cr-j-0) 

159. De la développée. — On donne le nom de développée d’une 
courbe, au lieu géométrique des centres de courbure des divers 
points de cette courbe. 

Ce lieu géométrique sera défini analytiquement par le résultat de 
l'élimination des quantités a, b, m, a, ç, 6 entre les sept équations 
connues et établies précédemment, 

« = f(m) 

, b 

tang a = - 
a 

m ' = a' + b* 
tang 0 — m.fm 

x = a -f- q sin (ct-\-0) 
y. — b — g cos (a-f-0) 

160. Il resterait à trouver l'équation polaire de la circonférence 
osculatrice , mais nous renvoyons ce sujet au chapitre suivant , 
dans lequel il trouve, relativement aux coniques, sa place très 
naturelle. 



APPLICATIONS. 



161 . Dk la Conchoïdk. — Cette courbe découverte par Nicomède 
à propos du problème de la duplication du cube, est le lieu géomé- 
trique d un point dont la distance à une droite donnée est cons- 
tante, alors que cette dis- 
tance est comptée sur les 
diverses droites menées 
par un meme point aussi 
donné. 




Soit la directrice DD’ ainsi donnée et le pôle O, choisissons O 
pour origine de translation, et XX' parallèle à DD' pour axe de 
translation, et désignons par c la distance AM d'un point M de la 
courbe à la droite DD', évaluée sur le rayon vecteur OM — m. 
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Les triangles semblables ABO et AMP donnent immédiatement. 



AO BO 
ÂM = MP 



AO . MP = BO . AM 



O) 



Mais évidemment 

AM . sin MAP = MP (2) 

Le produit membre à membre de ces deux relations donne, 

AO . sin MAP = BO 
ou en posant OB = d , 



( m — c) sin a — d d’où tang* a 

Telle est l'équation polaire de la conchoïde. 
Valeur de f'm. — La dérivation de (3) fournit 



d* 



(»« — c)* — d’ 



( 3 ) 



da 

— (m — c) cos a + sin a 
dm 



d'où 



da 

f m = — 
dm 



tang a 



m — c 

Valeur de f'm. — Par dérivation de (4) on trouve aisément 

1 

f’m = 



(4) 



W 



(m — c)* tang a 

Dérivée arcuelle angulaire. — D'après ce qui a été établi (n° 1 34), 
on aura 



d’où 



V _ „■ + (’Jti.Y 

\daj ' \lang u) 



( 



ds \* 
du) 



m 



2m — c 



sin « 



(6) 



tang* a 

Angle d de la tangente avec le rayon vecteur du point de contact 
■ — La propriété (n" ï 47), apprend que 

m 

tang 0 = 



m — c 



tang a 



(7) 



Rayon de courbure. — La valeur générale trouvée (n" 157) pour 
cette grandeur donne, 

tang a (m— c)* -(- m* tang* a 
— ~ m — c m + ( m—c ) tang’ « 



(«> 
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162. De la Cissoïde. — Cette courbe est due à Diodes, et sa dé- 
couverte a été provoquée par le problème de la recherche des deux 
moyennes proportionnelles entre deux lignes droites données. 

Soit un point O fixe sur une circonférence donnée de rayon 
OC = R ; traçons le diamètre du point O, 
et la tangente BF à l’extrémité de ce dia- 
mètre; ensuite, sur un rayon vecteur OB 
quelconque passant par l’origine ou le 
pôle O, prenons la distance OM égale h 
la partie extérieure AB de la sécante ainsi 
considérée : le lieu géométrique du point 
M est la courbe appelée Cissoïde. 

\ Traçons AF, et la simple loi de projec- 

tion linéaire, fournit successivement, en 
désignant par a l’angle variable BOX fait par OB avec Taxe OX de 
translation, et par m la distance OM, variable aussi, 

OA = OF . cos BOX = 2R . cos a 
OB = OA -f AB = m + OA 
d’où par addition , membre à membre , 

OB = in -|- 2R cos a (1) 

D’autre part, le triangle BOF donne, 

OF = OB . cos BOX ou 2R = OB . cos a (2) 
Le produit, membre à membre, des relations (1) et (2) est 
2R = (»i — |— 2R cos a) cos a 
ou, après simplifications, 

2R sin 



a = m COS a 
Telle est l’équation polaire de la Cissoïde. 

Valeur de f'm. — La dérivation de (3) fournit 
rfa \ 

f m = - — — T — — ; : 

dm (m-f-4R cos a) tang a 

Valeur de f'm. — La dérivation de (4) donne 

(t»-(-4R cos a)* sin a — m . cos * a 



f" = 



(?»-j-4R cos a)’ sin a cos 1 a 



La formule — m *~h(' 



Dérivée arcuelle angulaire. ■ 
conduit à 

^ = tn* -f-(»»-f-4R cos a)* tang* a 



( 3 ) 

(4) 

( 8 ) 

dm y 

dl J ’ 

( 6 ) 
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Angle 0 de la tangente avec le rayon vecteur du point de contact. 
- D'après la formule trouvée (n° 147), on obtient 

( 7 ) 



tang 0 — - — r . 

(«i-f in cos a) tang a. 



Rayon de courbure. - 
aura 

(m+4R cos u) cos' a 



p = - 



En employant la formule (n" 157), on 
(w-j-4R cos a) sin'a+m’cos’o: 



sin a 



(m-j-4R cos u)'(cos 3 a — m sin a) — m* cos’a 



( 8 ) 



165. Limaçon de Pascal. — Donnons d’abord la description de 
celte courbe. 

Par un point O d'une circonférence menons la ligne diamétrale 

OCX que nous choi- 
sissons pour axe de 
translation, et sur la- 
quelle nous prenons 
un point P, tel que 
OP > OA 
Par le pôle O me- 
nons diverses sécantes 
sur lesquelles, à partir 
de leurssecondspoints 
de rencontre avec la 
circonférence , nous 
portons des longueurs 
égales à 

AP = p 

Le lieu géométrique des points M ainsi obtenus est le limaçon 
de Pascal, dont nous allons chercher l’équation. 

Tirant la droite AB, le triangle rectangle ABO donne, 

OB = OA . cos MOP 

De plus 

OM = OB-f BM = OB + AP 

Par suite, si l'on pose MOP — a, et CO = R, MO == m, il 
viendra 

OB = 2R cos a (1 ) 

m = OB -}- p (2) 
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D'où, par addition membre à membre, 

m = p -j- 2R eos a (3) 

Telle est l'équation polaire très-simple du limaçon de Pascal. 
Valeur de f’m. 




\ 

2R sin a 



(*) 



Valeur de f"m. 

r'm = 



cos a. 
4R 1 sin 5 a. 



p — m 
8R* sin 3 a 



(5) 



Dérivée arcuelle angulaire. 
on encore, après combinaison avec (5), 

(S) = W'-P' + Î<»P 

Angle 0 de la tangente avec le rayon vecteur du point de contact 

. m 

tang 0 

2R sin a 

Rayon de courbure. — On obtient 



( 6 ) 

(7) 

ict. 

( 8 ) 



P 



Wi*-|-4R* sin 5 a. m -J-[4R — m — p ] sin a 

m cos a-J-2R sin* a 2R-{-p cos a 



(9) 



164. Problème. — Deux droites et un point étant donnés, par ce 
point Von mène des sécantes terminées à ces droites ; on demande le 
lieu géométrique des points qui divisent ces sécantes dans un rap- 
port dontié r, à partir de l’une des droites données. 




AB 

BM 



Soient les deux droites OX et 
OY et le point P donné; choisis- 
sons O pour pôle, et OX pour 
axe de translation et représentons 
par a , b \/^ï les équations du 
point P, et par v l'angle YOX. 

Soient aussi M le point qui di- 
vise la partie AB de la sécante 
quelconque AP menée par P, en 

18 
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L équation de la droite AP sera, en désignant par (B l’angle PAX, 
cos [3 



t = a — b 4- [cos S 4- 1 sin 61 

sin p 



O) 



Par conséquent 



AO 



cos (3 
sin (3 



La parallèle à OY , menée par le point M , a pour équation , en 
posant OC = d , 

i = d -{- wj, [cos w \/^t sin r] (2) 

De plus on a évidemment 

AB AO 
BM ~ CO 

d’où 

a b cos (3 

r r sin [3 



, . cos (3 

rd = a — b — 



et 



( 3 ) 



sin (3 

Déterminons actuellement les éléments du point M de rencontre 
des droites CM et AM, et il viendra, après avoir remplacé dans (2) 
la quantité d par sa valeur (3) , 

COS P 



a — b — 



sin p 



wj, [cos P -|- \/~ ) sin p] 



a 

r 



b cos P 



wj, [cos v -j- \/—i sin v] 



r sin p 

d'où, en isolant les parties réelles et les parties imaginaires, 

— (r — 1) — - (r — 1) 4- wj. cos P 4- m. coso = 0 (4) 

r r v sin p r v ’ 

m, sin p = wj, sin v (5) 

Ces deux dernières équations renferment les trois inconnues 

wj,, wj,, et /?, et peuvent fournir les expressions de wj, et wj,, qui 

ne sont qu’au premier degré dans ces équations, en fonction de la 

troisième /î de ces quantités ; on aura ainsi en particulier, 

wj, == <p(p) (6) 

et ce sera là l’équation cherchée du lieu géométrique proposé. 

Ajoutons encore que si l’on voulait ensuite se servir de l'équation 

génératrice (2), il faudrait mettre (6) sous la forme, 

P = v K) 

puis substituer dans (3), et transporter la valeur de d, ainsi obtenue, 
dans l'équation (2). 

La courbe (6) est une parabole sur laquelle nous aurons l'occa- 
sion de revenir dans le chapitre suivant. 
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PRINCIPAI.F.S propriétés des sections coniques. 



Transformation des coordonnées polaires. — Condition pour qu'un point soit situé 
sur une courbe. — Intersection d’une droite et d'une courbe. — Coordonnées 
polaires du milieu de la corde d'intersection. — Lieu géométrique des milieux 
des cordes parallèles à une même direction. — Lignes diamétrales, diamètres 
rectilignes. — Ellipse; ses sommets, ses axes, ses diamètres conjugués; sa 
symétrie droite et oblique. — Équation de la courbe. — Coefficient de direction 
langenlielle. — Propriété caractéristique tangentielle établie par voie analy- 
tique et par voie dynamique. — Rayon et centre de courbure. — Circonférence ; 
diamètre, tangente, normale. — Hyperbole; sommets, axes, diamètres conju- 
gués; sa symétrie. — Équation de la courbe. — Direction tangentielle. — Ca- 
ractère concret de la tangente. — Rayon et centre de courbe. — Asymptotes. — 
Parabole, foyer, diamètres conjugués; tangente; rayon et centre de courbure. 



105. Transformation des coordonnées polaires. — Il esl souvent 
nécessaire de changer d’origine et d’axe de translation, et des for- 
mules generales deviennent ainsi indispensables. 

Soit donc le point M dont les coordonnées m et a sont rapportées 

à l’axe OX et à l’origine O, et qui 
doit être considéré par rapport à 
l’origine O' et à l’axe O'X'. Nous 
supposerons d’abord quel’axeO'X’ 
passe par le point O : en représen- 
tant par d l’angle XOX', par m ' et 
a! les coordonnées polaires nou- 
velles, il est clair que le triangle 

sin OÜ'tM 
sin O'O M 

d'où l’on déduit 

m sin (a — d) <=» ni sin ai (1) 




OA X 

OO’M donnera 

OM 

OM ~ 
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Le triangle AOO' donne aussi, en posant 00' = l, 

A 0' sin XOX' 

00' _ sin OAA' 

relation qui fournit, puisque OAA' = 2* — (d-\- a'), 
AO' = 



Du triangle AMO on tire 
AM 
MO 

d’où 



sin (d-(-a') 

sin MOX 
sin MAO 

m sin a 



( 2 ) 



AM = . ... 

sin (a-j-a ) 

La soustraction de AO' hors de AM, conduit à 

m' sin (d-|-a') = m sin a — l sin d 
Les équations (1) et (2) serviront à déterminer a' et m' en fonc- 
tion de a et de m. 

En second lieu supposons que le nouvel axe O'X' de translation 

ne passe pas par la première ori- 
gine 0 ; les quantités p et k étant 
les coordonnées du point 0' par 
, rapport à OX, soient 00'= l, et 







x O'OX == p. Ayons recours à un 
système intermédiaire d’origine O' 
X. et d’axe OO'X", dans lequel les 
coordonnées du point M sont désignées par 

ni — OM , SurA* — a" 

Si par le point 0' on mène O'x parallèle à OX, il viendra, en 
représentant par d l’angle des axes OX et O'X', 

^ = p — d 

D’ailleurs comme l’angle MOX'' donne évidemment, 

MOX" = MOX' — X'OX" 
ou, 

a" = a ' _ p d 
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il viendra, en remplaçant dans (1) et (2), d par p et «' par cette 
valeur de a", 



m sin (a — p ) — m' sin (d-j-a' — p) 
m ' sin (d-j-a') «= m sin a — l sin p 



( 3 ) 

W 



iCO. Condition pour qu’un point donné soit situé sur une courbe 
donnée. — Soit le point (a , b l/— t) pour lequel, p étant l’angle 
du rayon vecteur avec l’axe, 



b . b a 

tang p = - , sin p = — , eos p = — - 

a |/ «*-)-&* \/ a' -\-b* 

Il faudra, m et a étant les coordonnées polaires courantes curvi- 
lignes, que l’on ait 

m * = a* -f- b* , a — p 
et par suite l’équation polaire 

a = /(m) 

devant être satisfaite par les nouvelles valeurs de a et de m, donnera 
la condition 



arc 



[tang = j] = f[/ 



167. Intersection d’une droite et d’une courbe. — Sans res- 
treindre la généralité de cette ques- 
tion, supposons que la droite donnée 
AM, passe par le point A situé sur 
l’axe de translation, et fasse avec cet 
axe un angle égal à d : celte droite 
rencontre la courbe VV' en des points 
qu’il s'agit de déterminer. 

L’origine étant en O, l’équation de 
la courbe est 

i — m, [cos a -j- V^i sin a] (I ) 
Si 1 on pose AO = /, l’équation de la sécante AM sera 

* = I + wt, [cos d -|- sin d] (2) 

L’identification des seconds membres de ces équations donne, 

l -f- wt, cos d =■ wi, cos a (3) 

wj, sin d = wj, sin a (4) 

Et comme le point w»,, « est situé sur la courbe VV', on a aussi 
a = /■<»«,) 
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Les équations (3), (4) et (S) serviront donc à déterminer les va- 
leurs des trois quantités n„ »»,, a, en adoptant la marclie suivante, 
la plus simple et la plus méthodique possible. 

Si l'on élève au carré les équations (3) et (4), on trouve par 
addition, 

ntJ + 21 cos d.m i — mj + l* — 0 
qui devient, après introduction de la valeur de m,, fournie par (4), 
m\ (sin * a — sin* d) + 2/ cosd sin * sin* a — 0 (5) 



équation qui, étant résolue par rapport à m t , donne aisément 

/ sin d . sin (a d) 



m. 



cos* a — cos’ d 



d'où 



/ sin a 



l sin 



sin (d-j-a) ’ * sin(d — a) 

Les valeurs correspondantes de m, seront dès lors, en vertu de (4), 
— I sin d „ l sin d 



m. 



sin (d-^-a) 



m. = 



sin (d — a) 



( 7 ) 



108. Coordonnées polaires du milieu de la corde d’intersection. 
- Désignons par M le milieu de M M", et posons 



MO = p 



et 



MOX 



Il est clair que 



AM = 



m' t + m' % 



d'où, en vertu de la composition de l'équation (3) du second degré. 



AM = 



l sin’ a cos d l sin* a cos d 

cos* a — sin* d cos* a — cos*d 



( 8 ) 



Pour déterminer p et A, considérons les équations directives des 
lignes OP, d’une part, et OAP de l’autre, 



i = p [cos A -|- V/-t sin A] 



(») 



i — I l - ° C ° , [eos d -j- V— l sin d] (10) 

1 cos « — eos’ d 1 j \ / 
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En identifiant les seconds membres, on aura les équations de 
condition, 



p . . . sin* a eos* d 

- 7 - cos A = \ -J - 

I cos a — eos* d 



—■ sin A 



sin’ a sin d cos d 



(H) 

( 12 ) 



p’ = P 



cos* a , sin* a cos* d "l . , 

I T7 + / — Ï i — ttî Sin* d (lo) 

a — cos d (cos a — cos d) J 



cos* a — cos* d 

Par addition des carrés de ces équations, il vient 

p* j , 2 sin* a cos’ a sin* oc cos* d 

eos* a — cos* d ' (cos* a — eos’ d)* 
d’où, après des réductions faciles à exécuter, 

sin* a eos* d 

- — -I- — 

cos 

La division, membre à membre des équations (1 1) et (12), fournit 

. » • j j sin* a 

tang A = sin d cos d — — — — — 

eos* a — eos* d -j- sur a cos d 

ou, toutes réductions faites, 

tang A . tang d = tang* a (14) 

Les équations (13) et (14) déterminent p et A, si l’on a soin d’y 
donner à a la valeur fournie par les équations 



« = f(m t ) 



et 



m, = : F 



l sin a 



sin (d db a) 

I GO. Ligne diamétrale. — Dans toute courbe les milieux des 
cordes parallèles à la même direction forment une courbe à laquelle 
on a donné le nom de courbe diamétrale ou de ligne diamétrale de 
la courbe proposée. 

II est évident que pour obtenir l'équation de cette nouvelle ligne, 
il suffit d’éliminer /, m et a entre les équations 

« = A»*,) 

l sin d 



m. 



P = 



sin (d ± a) 
P sin’ d 



. . sin* a ci 

~TT cos a î 

s d L co s « — 



eos a — cos 

tang A • tang d — tang* « 



sin* a eos* d 
eos* d 

0 
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On obtient de cette manière la relation , 
tang A = < p (p) 

qui est l'équation cherchée du lieu des milieux des cordes parallèles 
à une même direction donnée. 

Au point de vue théorique , cette question est évidemment ré- 
solue ; mais il n'en est pas de même au point de vue pratique : 
excepté quelques cas simples et peu nombreux, la science ne 
fournit pas encore les moyens d'obtenir par élimination cette résul- 
tante diamétrale, et aussitôt que les courbes sont transcendantes, 
ou môme algébriques, mais d’un degré supérieur au second, la 
recherche des lignes diamétrales demeure sans importance directe 
effective. 

Cet inconvénient est aussi attaché aux autres systèmes coordonnés 
que l’on a imaginés, et c’est seulement dans très-peu de cas parti- 
culiers que l’on peut employer ces formules générales. 

On s’est proposé de trouver si, parmi les lignes diamétrales, il 
n'y avait pas de lignes droites, et la difficulté, presque ou souvent 
insurmontable de la question générale, a ainsi laissé la plus grande 
importance à la recherche des diamètres rectilignes. 

Pour chaque courbe on doit recourir, quant à la détermination 
de ces diamètres , à des considérations spéciales qui dépendent de 
la nature et de la forme de la courbe : pour les sections que l'on 
peut produire dans un cône par un plan sécant, nous aurons soin 
d’exposer de la manière la plus simple possible, la théorie de ces 
lignes si remarquables. 



Ellipse. 

170. Cette courbe est engendrée par le mouvement d’un point 
dont la somme des distances à deux points fixes, appelés foyers, est 
constante; ces distances s’appellent les rayons vecteurs du point 
correspondant. 

Représentons par 2a la somme ainsi considérée, et par 2c la 
distance des foyers : il est clair que les points de la courbe, situés 
sur la droite qui unit les foyers , sont éloignés d’une quantité a du 
milieu de la distance 2c. 

Remarquons en outre que les divers triangles dont les points de 
la courbe sont un sommet et dont les deux autres sont les foyers, 
nous permettent d’appliquer cette propriété si connue et si simple, 
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De tous les triangles de même périmètre et de même base, celui 
dont la hauteur est la plus grande est le triangle isocèle : cette hau- 
teur sera donc, en la désignant par b, fournie par l’expression 
6 4 = a"' — c 4 

Les quantités a et b sont évidemment les valeurs maximum et 
minimum de la distance d’un point de l’ellipse au milieu de la dis- 
tance des fogers. 

Les droites qui joignent les deux points appartenant à chacune 
de ces deux distances s’appellent les axes de l’ellipse : le grand axe 
2a passe les foyers, le petit axe 26 est perpendiculaire sur le pre- 
mier, qu’il divise en deux parties égales. — Les extrémités de ces 
axes portent le nom de sommets de la courbe. 

171. Théorème I. — L’ellipse est symétrique par rapport à chacun 
de ses axes. 

Démonstration. — Soient F et F' les deux foyers et A, A’, B et B' 
les quatre sommets. 



B 




O étant le milieu de FF', 
considérons en premier lieu les 
deux points M et M', symé- 
triques par rapport à AA' et 
pour lesquels on a conséquem- 
ment, 

FM' = FM et F'M' = F'M 



FM' + F'M' = FM + F'M (1) 

Si le point M appartient à la courbe, on a aussi 

FM + F'M = 2a (2) 

La combinaison, par addition, de (1) et (2) donne 
FM' + F'M' = 2a 



Le point M', symétrique de M, est donc sur la courbe. 

En second lieu, si le point m est symétrique de M par rapporta 
BB', c’est-à-dire si 



n»Q = 


MQ 


et 


On» = OM 


il s’en suit que 








Fm = 


F'M 


et 


mF' = MF 


d’où 









Fm -f F m = FM -f F'M 

t:> 
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172. Corollaire. — Toute corde passant par le milieu de la dis- 
tance des foyers est divisée par ce point en deux parties égales. 

Pour établir cette loi, il suffit, en considérant par exemple la 
corde MO»»', d’imaginer la corde M'O»» symétrique de la première 
par rapport au grand axe AA' ; la symétrie, relative au petit axe BB', 
rend ensuite celle propriété évidente : le point O a, dès lors, reçu le 
nom de centre de l’ellipse. 

173. Théorème II. — Le lieu géométrique des milieux de toutes 
les cordes parallèles à une même direction est une ligne droite pas- 
sant par le centre. 

Démonstration. — Soit A'C la direction de ces cordes, pour la- 
quelle il s’agit de prouver que 
la ligne droite OD, menée par 
le centre O et par le milieu D 
de A’C, est le lieu géométrique 
demandé. Soit une autre corde 
FG parallèle à A'C, dont il faut 
démontrer que le milieu est le 
point II où cette corde ren- 
contre 01). .Menons les droites FOF', GOG', COC', pour lesquelles 
on a (n° 172), 

FO = F'O , GO = G'O , CO = C'O 




Après avoir tiré les lignes AC, AC', A'C', FG', F'G et F'G', il 
est évident que les quadrilatères ACA'C', FGF'G' sont des parallé- 
logrammes, dans le premier desquels la parallèle KOK', menée par 
le centre 0 aux côtés A'C et FG, passe nécessairement par les 
milieux m et »»' des cotés FG' et F'G du second parallélogramme. 

Dès lors la droite I)OD', qui est d’ailleurs parallèle à AC puisque 
dans le triangle AA'C, les points D et 0 sont les milieux respectifs 
des côtés A'C et AA', est aussi parallèle aux côtés FG' et F'G de la 
figure FF'GG' : cette droite POP' passe donc par le milieu II de la 
corde FG. 

Ce lieu géométrique est, comme on le voit, un diamètre de 
l’ellipse. 

174. Corollaire. — Le diamètre parallèle à des cordes de même 
direction est le lieu géométrique des milieux des cordes parallèles au 
diamètre qui correspond à cette direction. 

Cette loi, qui devient évidente en présence du parallélisme des 
droites AC et FG', prouve, par suite du théorème précédent, qu’»7 
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y a un nombre illimité de diamètres qui jouissent de celte pro- 
priété : cette réciprocité de fonctions entre ces deux diamètres leur 
a fait donner le nom de diamètres conjugués. 

175. De ce qui précède il ressort, à titre de remarque, que deux 
diamètres conjugués sont respectivement parallèles à des cordes 
menées par les extrémités du grand axe. 

En général , on appelle cordes supplémentaires celles qui sont 
menées d’un point de l’ellipse aux extrémités d’un diamètre quel- 
conque. 

176. Équation polaire de l’ellipse. — En prenant le centre pour 
pôle , et la ligne des foyers pour axe de translation , en désignant 
par 2 a le grand axe et par a et a les angles que font avec cet 
axe les rayons vecteurs correspondants »i et 2a — m, les équations 
directives des rayons vecteurs d'un point seront, en représentant 
par 2c la distance des foyers, 

i — — c -f- m [cos « -f- V—t sin « ] 

* = c — (2a — »»)[cos a -f- V—ï sin a] 



L'identification des seconds membres de ces équations donne 
— c-j-m[cos « -j- V—\ sin «] = c-j-(2a— ru) [cos a -j- \/~\ sin a] 
d’où 

— 2c-j-»n cos a = (2a — m ) eos a 
m sin a = (2a — m) sin a 
Et par addition des carrés, 

4c , -}-«* , — 4cw cos a = 4«' -j-w»* — 4 am 



d'où encore 



ou bien 



par suite 



eos a 



am — (a* — c*) 
cm 



a* — c* 
a — c eos a 

am — (a’-j-c’) 
c(2a — ni) 



(*) 

( 2 ) 



Il est à remarquer que cette dernière relation se déduit immé- 
diatement de (1) par le changement de signe de c et en remplaçant 
m par 2a — m ; l'une des équations (1) ou (2) suffit donc à la re- 
présentation complète de la courbe. 
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H* 

Le second rayon vecteur elliptique sera 

«’ -4- c* — 2uc eos a 

2 a — m — 

a — c cos a 



( 3 ) 



Observation. — Si le pôle est placé à l’un des foyers, l’équation 
de la courbe sera encore la même , seulement il est bon de remar- 
quer que, dans cette équation, « est l’angle formé par le rayon 
polaire avec l’axe de translation, tandis que dans l'équation (1) du 
paragraphe précédent, a est l’angle du rayon elliptique avec l’axe 
de translation. 

.177. De l'équation de cette courbe on lire, par dérivation, 

dix a — c cos a a’ — c* 

dm cm sin a cm 4 sin a 



Si l’on désigne par G l’angle que la tangente au point donné fait 
avec le rayon vecteur de ce point, on trouvera (n" 147), 



tang G 



a — c cos a 
c sin « 



(4) 



Après avoir pris l’un des foyers pour pôle, on pourrait supposer 
que l’autre foyer devient pôle à son tour : l’équation de la courbe 
restera évidemment la même, au seul changement près de a en « 
et réciproquement. 

178. Théorème III. — La tangente est la bissectrice de l’angle 
formé par les deux rayons recteurs du point de contact. 

Démonstration. — Soit le point M, dont les deux rayons vecteurs 

sont FM et F'M , et dont 
TMT' est la tangente ; du 
point F' menons, à TT', 
la perpendiculaire F'IID 
dont l’intersection avec 
FMG est le point D. 

Supposons que le foyer 
F soit le pôle de l’ellipse ; 
en représentant par n le 
module relatif à la droite 
F D, par « l’angle MFA', et par G l’angle FMT, on aura pour équa- 
tion du rayon vecteur FMD, 

I = m [eos a. -j- \/ — i sin a) (1) 
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tl (n° loi) pour équation de la droite DF, perpendiculaire à la 
tangente, 

i — 2c -j- n \/—\ [cos (a-f-0) + VF— ï sin 0] (2) 

Pour déterminer les modules m et «, du point D d’intersection 
de ces droites, nous aurons donc, en suivant le procédé déjà si sou- 
vent employé dans ce qui précède, 

m cos a „= 2c — n sin («-(-0) 
m sin a = n cos (ct-j-0) 

Ces deux équations de condition, aux inconnues m et n, donnent 
immédiatement par leur résolution, 

m = 2c [cos a — sin a . tang 0] (5) 



c esi-a-uirc 



Mais 6 étant le coefficient de direction tangentielle , 

l'angle fait par la tangente considérée avec le rayon vecteur du point 
de contact on a (n“ 177), relativement à l’ellipse, 



sin a 



tang 6 — cos a — — 
c 



(*) 



La combinaison des relations (5) et (4) donne 
m = DF - — 2a 



D’où l’on déduit, d’après la génération de la courbe, 

DM = FM 

et dès lors il devient évident que la tangente TT' est la bissectrice 
de l’angle CMF. 

179. Autrement. — Cette même propriété s’établit d’une manière 
bien plus simple comme nous l’avons déjà fait ailleurs (*). 

De la définition de l’ellipse l’on déduit que si l’un des rayons 
vecteurs augmente, l’autre diminue d’une égale quantité; il s’en 
suit qu’à chaque instant le point générateur se trouve soumis , sui- 
vant les droites qui le joignent aux foyers, à des forces qui l’éloignent 
de l’un de ces points lixes pour le rapprocher d’autant de l’autre ; 
ces forces de directions contraires , par rapport au grand axe , sont 
donc d’égale intensité , et la bissectrice de leur angle , représentant 
en direction la résultante de leurs actions, sera la tangente à l’el- 
lipse. Cette tangente fait donc des angles égaux avec les rayons vec- 
teurs de son point de contact. 



(*) Voyez noire Traité élémentaire de Géométrie descriptive, n'* 23b et suivants. 
— Liège, mai 1860. — H. Dessain. 
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180. Raytfn et centre de courbure. — On obtiendra, sans peine, 

a — c cos a 

fm = : 

cm sin a 



f"m = 



2ac — [a*-|-c*-f-e* sin* a] cos a 



cl ensuite, à l’aide de la formule (n° 157), 

S 

m [o’+c* — 2nc cos a]* . 

^ c ac — (a*-|-c * — ac cos e) cos ce 
d’où l'on conclut immédiatement (n° 1 58) les coordonnées du centre 
de courbure. 



Circonférence. 

181. Cette courbe est le lieu géométrique du mouvement d’un 
point dont la distance à un point fixe donné est constante. 

Soient C le point fixe 
donné et M un point quel- 
conque de la courbe , de 
telle manière que 

CM = R 

R étant la distance cons- 
tante appelée rayon. 

Par le point C menons 
arbitrairement la ligne CX 
que nous choisissons pour 
axe de translation, et sur laquelle nous prenons le point quelconque 
U pour pôle ; posons 

MO = m , MOX = a 

OC = k 

CM = R , MCX = a 

Nous aurons pour équations respectives des directions CM et COM, 
t = m [cos a \/^î sin a] 
i = A -J- R [cos a -f- l/— ï sin «’] 

En identifiant les seconds membres il viendra, 
m eos a — k -)- R cos a 
m sin a — R sin a 
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L'élimination de a, faite comme on l’a déjà vu, nous donne 
m' — 2 Am cos « -j- A* — Ii* = 0 



d’ou 



cos « 



m'+A’— K‘ 
2 km 



147 

( 1 ) 

( 2 ) 



L’une ou l’autre des équations (l)et(2) représente analytiquement 
la circonférence. 

Il est presqu’inutile de faire remarquer que ces équations accusent 
la symétrie de la courbe par rapport à OX. 

Les deux valeurs de m qui, dans cette équation, répondent à une 
même valeur de a, fournissent les deux distances OM et OM\ c’est- 
à-dire les deux points M et M' de rencontre de la sécante OX' avec 
la circonférence. 

182. Tangente. — L’équation, dont nous nous occupons, donne 
aisément 

,, du k cos a — m 

f m = = -t ; 

dm km stn a 



et si l’on désigne encore par 0 l’angle OMP fait par la tangente en 
M avec le rayon polaire OM du point de contact, on aura 



tang 0 = 



k cos « — m 
k sia a 



183. Normale. — Dès lors (n" 151) lequalion de la normale 
sera 

i= m cos c-fm s ‘ n g • s ‘ n - } - M IX— i [cos (a-f sin (a+0)] 

COS 

En représentant, pour un instant , par d la distance du pôle ou 
point où l’axe de translation rencontre la normale, il viendra 

sin a . sin (a -f-0) i 



d — m j^cos a + 



cos (a+0) 1 

d’où, après quelques réductions évidentes, 

d [cos a — sin a . tang 0] = m 

qui devient, après avoir remplacé tang 0 par sa valeur trouvée 

au numéro précédent, 

r k cos a — m 1 

d | cos a — sin « — ; — : = 

L k sin a J 

d’où enfin 

d — k 



m 
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Concluons donc que toutes les normales passent par le centre, c’est- 
ù-dirc que la tangente est perpendiculaire au rayon du contact. 

184. Le pôle 0 étant quelconque, et la courbe étant évidemment 
symétrique par rapport à OX , il est clair que tous les diamètres 
passent par le centre. Pour déterminer celui qui correspond à la 
corde MM', il suffit de remarquer que la distance p du pôle O au 
milieu P de MM' est donnée, mais en signe contraire, par la moitié 
du coefficient de m dans l’équation (1, n“ 181), et qu’ainsi l’on a 

p — k eos a. 

Cette relation prouve que p est la projection de k sur OX', et 
que le diamètre cherché est perpendiculaire à la corde d’intersection. 



Hyperbole. 

1 85. Celte courbe est engendrée par le mouvement d’un point 
dont la différence des distances à deux points fixes, appelés foyers, 
est constante. 

11 est incontestable que cette courbe est symétrique tant par rap- 
port à la ligne qui passe les foyers, que par rapport à la perpendi- 
culaire à cette ligne, menée par le milieu de la distance des foyers : 
on voit donc que ectte courbe, indéfinie de chaque côté des foyers, 
se compose de deux branches symétriques par rapport à deux droites 
qui sont perpendiculaires l’une à l’autre, dont chacune divise en deux 
parties égales les cordes qui sont parallèles à l’autre, et qui pour cette 
raison portent le nom d’axes principaux ou simplement d’axes de 
l’hyperbole. 

Les points de la courbe, situés sur la ligne focale, ont reçu le 
nom de sommets de la courbe, et ces points sont évidemment les 
plus rapprochés des foyers. 

En suivant pour l’hyperbole le même mode de raisonnement qui 
a été employé, (n° 172) pour l’ellipse, on démontrera encore que 

Théorème IV . — Toute sécante, passant par le milieu de la droite 
qui unit les foyers, est divisée par ce point en deux parties égales. 

Cependant il existe des droites qui passent par ce point sans ren- 
contrer la courbe ; ces droites sont comprises dans un angle qu’il 
sera bientôt nécessaire (n° 190) de déterminer d’une manière par- 
ticulière. 

En conséquence de la propriété qu’énonce ce théorème, le milieu 
de la distance focale a reçu le nom de centre de l’hyperbole. 
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Théorème V. — Le lieu géométrique des milieux de toutes les 
cordes parallèles à une même direction est une ligne droite qui passe 
par le centre de l’hyperbole ; ou encore, le diamètre parallèle à une 
direction donnée est le lieu géométrique des milieux des cordes qui 
sont parallèles au diamètre correspondant A cette direction. 

De là aussi les diamètres conjugués et les cordes supplémentaires 
de l’hyperbole. 

I8(i. Equation de l’hyperbole. — Soient 2a le grand axe de la 
courbe, 2c la distance des foyers, c étant plus grand que a ; soient 
encore a l’inclinaison, sur l’axe de translation, du premier rayon d'un 
point quelconque de l'hyperbole, a l’inclinaison sur ce même axe 
du second rayon 2a-j -m ; admettons que l’origine ou pôle soit le 
centre, et nous trouverons avec facilité, 

i = — c -j- m [cos a \/ — 1 sin a. ] 

f = c -f- (2a-)-m) [eos a'-j- l/^T sin «'] 

pour équations respectives et directives des deux rayons vecteurs d’un 
point quelconque. 

En identifiant les seconds membres, on obtient 



— c-j-m cos a — -}-c-j-(2a-|-»») cos a' 
m sin a = (2a-|-m) sin a 

L’élimination de a entre ces deux équations de condition, fournit 



c — a’ — am 

COS a = 

cm 


0) 


ou aussi, et scion les besoins, 




c* — a * 

m = — j 

a -j- c eos a 


(2) 


par suite 

, c*-4-a*+am 

eos a = 4 — J — - 

c(2a-|-m) 


(3) 


187. De l’équation (1) ou (2) de cette courbe on tire, 




d a a -f- c eos a c* — a* 

dm cm sin a cm* sin a 


(4) 


0 représentant toujours l’angle que la tangente en un 
d’une courbe fait avec le rayon vecteur de ce point, on 


point donne 
aura 


„ a c cos a c* — «’ 

tang G = — : : 

csina rm sin a 


(S) 



20 



Digitized by Google 




ISO 



Dissertation 



188. Théorème VI. — La tangente à l'hyperbole est la bissectrice 
de l’angle formé par les deux rayons vecteurs du point de contact. 

Cette proposition se démontre de la même manière qu'au (n" 1 78). 

A utrement. — Les rayons vecteurs du point de contact tournent 
sans cesse, dans la génération de la courbe, autour de leurs foyers 
respectifs en conservant enlr'eux la différence constante 2n ; il s'en 
suit que le point générateur qui se meut sur ces droites est sollicité à 
l'éloignement des deux foyers par des forces égales, attendu que la 
différence des chemins parcourus est la même : la résultante de ces 
actions égales sera donc dirigée suivant la bissectrice de l’angle formé 
par les rayons vecteurs. 

189. Rayon et centre de courbure. — Par dérivation, on a, 

,, a-f-c cos a 

f m = : 

cm sin a 

w (—€*—)—«* sin* a] cos x 

’ m c*m * sin 5 a 

Et ensuite, à l’aide de la formule (n" 157), 

5 

m [a'-f-c’-f^ac cos a]* 

' c ac-)-(a*-j-e , -|- ac cos a) cos a 

Les relations (n° 158) fourniraient ensuite les coordonnées du 
centre de courbure. 

190. Asymptotes. — Lorsqu’une branche de courbe est infinie, 
une droite qui en approche indéfiniment, sans jamais pouvoir la 
rencontrer, se nomme asymptote. 

Ces droites sont donc les tangentes aux derniers points de la 
courbe en général, et par exemple de l’hyperbole en particulier ; 
en ces points le rayon vecteur doit donc être illimité, d’où l'on dé- 
duit en vertu de l’équation (2, n“ 186), que 

a-f-c cos a = 0 , ou bien cos a = — — 

c 

Cette valeur de a caractérise les asymptotes, dont il est facile de 
trouver actuellement la construction très-simple, puisque cette rela- 
tion indique évidemment que les asymptotes sont parallèles aux deux 
côtés égaux du triangle isocèle, dont 2a est la base et dont c, c sont 
les deux autres côtés. 
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On sait (le plus que 0 étant l'angle d une tangente avec le rayon 
polaire du eontact, on a (n" 187), 



tang 0 = 



e s — a* 
cm si n a 



Le rayon vecteur m est oo , donc puisque a a nécessairement une 
valeur déterminée, connue ici par la' relation a-}-c cos a — 0, on 
aura aussi 

tang 0=0 

relation qui prouve à l’évidence que la tangente considérée, dont 
l’inclinaison sur l'axe de translation est, 

a, = arc [cos = — ~] 

se confond avec le rayon vecteur du contact et passe ainsi par le 
pôle, c'est-à-dire par le centre de la courbe. 

Il suffira donc de mener par le centre de l'hyperbole des paral- 
lèles aux côtés du triangle rectangle isocèle dont nous venons d'in- 
diquer la construction. 



Parabole. 

191. ( elle courbe est le lieu géométrique des diverses positions 
d’un point assujetti à rester équidistant d’un point fixe donné, ap- 
pelé foyer, et d’une droite fixe aussi donnée, appelée directrice. 

Abaissons du foyer la perpendiculaire sur la directrice, et prenons 
cette perpendiculaire pour axe de translation ; il est clair que le 
milieu de la distance de ce point à la directrice appartient à la 
parabole qui est ainsi une courbe à une branche, symétrique par 
rapport à cette perpendiculaire focale que l'on appelle axe de la 
courbe, et illimitée tant au dessus qu'au dessous de cet axe. 

Par cela seul, on voit que cette courbe est dépourvue de centre 
puisqu'il est évidemment impossible de trouver dans son plan un 
point divisant en deux parties égales toutes les cordes qui y passent. 

La symétrie de la parabole, par rapport à son axe, signifie en 
d’autres termes que l’axe est le lieu géométrique des milieux des 
cordes qui lui sont perpendiculaires. 

192. Thèorèmf. VIL — La parallèle à l’axe menée par le milieu 
d’une corde quelconque de la parabole, passe par les milieux de 
toutes les cordes parallèles à celles-là. 
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Démonstration. — Par le foyer F, ou même par lout autre point 
de l’axe parabolique , menons une corde 
quelconque DFG, dont le milieu est C, 
et considérons une parallèle PQ a celte 
corde ; il faut prouver que si par C l'on 
mène la parallèle à BX, le point de ren- 
contre de cette ligne avec PQ divise en 
deux parties égales la cordc PQ. 

Pour cela supposons qu’il n’en soit pas 
ainsi, que m soit le milieu de PQ ; D'D" 
étant la directrice et le point A étant le 
milieu de BF, on a par une propriété du trapèze, 

2 mm' = PP'+QQ' 

et par suite 

-2 mm = PP'+QQ— 2FK (1) 

Mais puisque C est le milieu de DG, on a aussi : 

2CC' = DD+GG' (2) 

Comme il est évident que CC' > m’m", on peut rapprocher les 
relations (1) et (2) et écrire 

PH+QQ — 2FR < DD+GG’ 

d’où 

PP' — DD+QQ'— GG' < 2FR 

et encore en menant GV et DT, parallèles à la directrice D{ D", 
PT+QV < 2FR 

En prolongeant DG jusqu’à PP' et QQ', on obtient : 

FR — D"T + FR -j- G" V < 2FR 

d’où 

D'T > G'V (5) 




Mais les triangles DTD" et GVG", rectangles en T et en V, sont 
semblables et donnent, comme conséquence de (5), la relation 
suivante : 



DD" > GG" 



ou bien 



PR— DF > QR— FG 



et 

FG— DF > QR— PR (4) 
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Actuellement cette dernière inégalité permet de conclure que 
plus les parallèles PQ menées à DC s'éloignent de A, dans la di- 
rection AX, plus la différence QU — PH des segments, produits sur 
ces cordes par l’axe parabolique, sera petite : or, comme la courbe 
est continue et illimitée, l’on en déduira que cette différence finira 
par s'annuler, et qu 'alors une certaine corde oblique sur l'axe serait 
coupée par l’axe en deux parties égales. 

Cette conséquence est évidemment absurde, car si PQ était par 
exemple cette corde, il faudrait que l’on eut QR= PH ; mais si en 
R l’on mène la perpendiculaire Y RZ à l’axe AX, on sait que RY 
étant égale à RZ, 

QR > RY > PR 



Légalité de QR et de PR est donc impossible, et conséquemment 
l’hypothèse, par suite de laquelle le point s ne serait pas le milieu 
de PQ, est pareillement impossible. 

La proposition est donc démontrée et met en évidence que, 

Tous les diamètres de la parabole sont parallèles à Taxe. 

195. Corollaire. — De cette propriété il résulte immédiatement 
que 

La tangente à la parabole, à l’extrémité d’un diamètre, est pa- 
rallèle aux cordes que le diamètre divise en deux parties égales. 

Cette tangente et le diamètre de son point de contact ont reçu le 
nom de diamètres conjugués de la parabole. 

194. Équation polaire de la parabole. — Soit la parabole VV' 
„ „ rapportée à son foyer F et à son 

axe de translation AFX perpen- 
diculaire à la directrice DD'. 
Posons 

FM=m,MF)Ê=a,AF=AB=p 

Du point M menons les perpen- 
diculaires MP et MC à l’axe et à la 
directrice. Comme on a 

CM = m et FM == m sin a 
les équations des chemins FM et FBCM seront, 





Ç* 


/ 




s-/ 


Æ 


X 


T B 


a( F V 

% 




■il»' 





i = m [cos a -j- \/ — t sin a] 
i = -j-2p — V^-t »» sin « 
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En identifiant les seconds membres de ces équations , on obtient 



m (1 -)- cos a) = 2 p , d’où cos a = 2 — — 1 (A) 

Telle est l'équation polaire de la parabole. 

195. Valeurs de fm et f’m. — On aura avec grande faeililé, 

d a 2 p 

f m = — — = — 5 : — 

dm tu stn a 

4p m sin* a -)- p cos a 
f m — t* . . 

ne sin a 

196. Angle 0 de la tangente avec le ragon vecteur du point de 
contact. — D'après la formule (n" 147), il est clair que 

tang 0 = 4 ^ — (B) 

m sin a 

197. Propriété caractéristique de la tangente. — De l’équation 
(A) on lire 



et par suite 



m sin a 



long MFX’ — 



ni — 2 p 

Cherchons maintenant tang 20, et nous aurons aisément, à l’aide 
de la valeur (B) de tang G, 

2 tang 0 4m» sin a 

tang 20 = = — r — — i 

1 — tang 0 m sin a — 4 p 

Mais de (A) l'on déduit promptement, 

sin* a = 4 — — 4 ^ 

m m 



d’où l’on lire par substitution, 



tang 20 = 



m — 2p 



Les expressions des tangentes des angles MFX' et 28, permettent 
donc, eu égard aux limites des angles a et 0 , de conclure 

20 = MFX' = 2" — « 
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sur les trais principes de l’Algèbre. 1J>'j 

Enonçons dès lors cette propriété, si connue, 

La tangente à la parabole est la bissectrice de l’angle formé par 
le rayon vecteur du point de contact et par la perpendiculaire menée 
de ce point à la directrice. 

198. Autrement. — Puisqu’un point M de la parabole est équi- 
distant du foyer et de la directrice, c’est que, sur ce point et dans ces 
directions, agissent des forces égales, dont la résultante est ainsi 
dirigée suivant la bissectrice de l’angle de ces droites ; celte bissec- 
trice est donc la tangente au point M de la courbe. 

199. Hayon et centre de courbure. — On trouvera avec facilité, 
au moyen de la formule (n“ 157), 

[»i* sin* a. -)- Ap* j* 

1 2m p sin* a -j- Ap' cos a 



et comme l'équation polaire de la parabole donne, 

Amp — 4 p* 



sin a = 



il viendra en remplaçant sin* a et cos a par leurs valeurs, en fonc- 
tion de m et de p, 

p = — '2m 




les coordonnées du centre de courbure s’en suivent immédiatement 
(n“ 158), 



x = m [cos a — 2 




sin (a -J- 0)] 



y = m [sin a -j- 2 y/ 



cos (a -|- 0)] 
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CONCLUSION. 



En considérant les deux grands modes de génération de la gran- 
deur , nous sommes parvenus à la vraie théorie des quantités posi- 
tives , négatives et imaginaires. 

Toutes les propriétés du calcul des quantités ordinairement appe- 
lées soient réelles, soient imaginaires, ont été établies à priori : nous 
croyons donc avoir résolu d’une manière rationnelle cette impor- 
tante question. 

Notre théorie nouvelle introduisant et rappelant sans cesse, dans 
les manipulations littérales, la génération spéciale de chaque gran- 
deur, se distingue nettement de tous les autres systèmes, qui ne 
voient en Algèbre que des opérations arithmétiques, généralisées 
au moyen de lettres et représentées, dans leurs diverses affections 
et combinaisons, par des signes conventionnels : il n’est donc pas 
étonnant que cette théorie, comme nous l’avons fait voir par plu- 
sieurs exemples , permette avec facilité et promptitude le passage 
du concret à l'abstrait et réciproquement. 

D’ailleurs , en fait d’applications, il faut en science savoir re- 
courir à tout système de coordonnées , et employer , dans tel ou tel 
genre de spéculations, celui qui se prête le plus commodément aux 
diverses nécessités : toutefois les principes du calcul doivent être 
établis d’une manière incontestable, et c’est là le but que nous 
avons cherché à atteindre dans ce travail. 



FIN. 
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